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머 리 말 


위대한 령도자 김정일원수님께서는 다음과 같이 말씀하시였다. 

《기초과학교육에서는 수학교육을 강화하는것이 특별히 중요 
합니다. 수학은 모든 자연과학의 기초의 기초입니다.》 

수학은 모든 자연과학의 기초의 기초이며 수학을 모르고서는 과학 
기술분야에서 나서는 모든 문제들을 원만히 풀어나갈수 없다. 

특히 중학교 수학교육은 학생들의 과학적인 사고능력을 키우는데 
서 매우 중요한 의의를 가전다. 

이 참고서는 제1중학교를 비롯한 중학교에서 취급하고있는 수학교 
육내용을 기본으로 하면서 현실발전의 요구에 맞게 중학생들의 전반적 
인 수준에 맞으면서도 수학지식들사이의 긴밀한 호상련관을 지어주기 
위한 문제들과 사고를 보다 폭넓고 깊이있게 키워주기 위한 새로운 형 
태의 문제들로 구성되여있다. 

대수，기하，해석수학초보 등의 여러가지 지식들을 13개 부분으로 
나누고 부분별 로 1) 문제 풀이방법， 2) 련습문제， 3) 자체 시 험 문제 등으 
로 갈라서 내용별로, 형태별로 묶어주었으며 여러가지 시험문제들도 
제 시 하였 다. 

우리는 분과 초를 아껴가며 열심히 학습하여 강성대국건설을 떠메 
고나갈 유능하고 실 력있는 인재 들로 자라나야 한다. 
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1. 모임과 명제，함수 


1) 문제풀이방법 

례 1. 전체모임 이 E={ x|jc 2 -22 x + 40<0 ( x eZ)}, 부분모임 이 
A= {x\x = 4k-l(k eZ)}, B={x|j? = 3k (k eZ)}, C = {20 이 
하의 씨수}， D ={;|_ a =2 A ： ( A : eZ )} 일 때 다음 모임을 구하여라. 

AHB, AUB, BflC, D, CHD, AHD, CRD, CUD 
(풀이) E = bc |2< jc <20(; cez )} 이므로 
AnB ={3, 15} 

AUB={3, 6, 7, 9, 11, 12, 15, 18, 19} 

Bf1C={3} 

D = {3, 5, 7, 9，11，13，15， 17, 19} 

CnD = {3, 5, 7, 11，13，17， 19} 

AHD =0 

CHD = {4, 6，8，9，10，12, 14，15，16， 18} 

C UD={4, 6, 8, 9, 10, 12，14， 15, 16, 18} 

례 2. 전체모임이 E ={1, 2, 3}, 부분모임이 AUB ={2} 일 때 가 
질수 있는 A 와 B 의 쌍은 얼마인가? 

(풀이) 문제의 의미로부터 AUB={1, 3} 이므로 

A = {1} , B = {3} ; A = {3} , B = {1} ; A = {1, 3}, B = {3} 
A={1, 3}, B={1}； A={3}, B={1, 3}； A={1}, B={1, 
3}； A={1, 3}, B={1, 3}； A=0, B={1, 3}； A={1, 
3}, B=0 
즉 9 개 

례 3. 직각자리표계에서 점 (一2, 3) 과 (2, 4) 의 모임을 표시하는것 
은 ( ) 이다. 

A. M={xj = — 2, y l =3, x 2 =2, y 2 =4} 

B . N={(x , 少) ||지 =2， y { =3, y 2 =4} 

C. S={(x, 少) |(-2, 3), (2, 4)} 

D. T={-2, 3, 2, 4} 

(풀이) C 
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례 4. 1) P={x|x = 2n + l(neZ)}, Q={i| 그: = 4足 ±1 (A: ez)} 일 

때 P, Q 의 관계는 ( )이다. 

A. PCQ B. P = Q 

C. PDQ D. P 유 Q (또는 P(XQ, P 方 Q) 

2) x , y eR 이고 실수모임 P={ 身|5 = ᄌ 3 +3义 + 1 } 과 Q = 

{바 = 少 2 -3 少 + 1)} 의 관계는 ( )이다. 

A. PCQ B. P = Q C. PDQ D. P 슈 Q 

(풀이) 1) B 

••• 2n + l = 4-- + l 
2 

« 이 짝수이면 - GZ 
2 

2n + l = 4/c + l 
n 이 홀수이 면 

2 n + l = 4-- + l 
2 



— ez 즉 2n + l = 4/c-l 
2 

PCQ 

한편 4k + l = 2-(2k) + l 
2 A：£Z 이므로 4k + l = 2n + l (n eN ) 
4k-l = 2-(2k-l) + l 
2 A ：- leZ 이므로 4k-\ = 2n + \ (n^N) 
... QCP 
P = Q 

2) B 
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Q = | 가 & _ 

P=Q 

례 5. 두 모임이 

A= 너 log 3 (2-x) < 1 }， B={x|x 2 - a(a + l)x + a 3 < 0} 
일 때 B 〔 A 가 성 립 하기 위한 a 의 값범 위 를 구하여 라 . 

( 풀이 ) log 3 (2_x)<l 이므로 \ 2 ~ x ~ 3 
[2-x>0 

-1< x<2 

x 2 - a(a + l)x + a 3 < 0 
(x-a)(x-a 2 ) < 0 
a<x<a 2 또는 a 1 <x< a 
... A={x | —1< x <2} 

BCA 이므로 一 l<a<2 또는 一 l<a 2 <2 
... -1< a < yfl 

례 6. M={|i|= a 2 +1 (a GN)}, P = —b 1 -Ab + 5 (b eN)} 

일 때 M 〔 P 임 을 증명하여 라 . 

(@^) 임의의 자 에 대하여 

사 = a 동 +1 = ( a o + 2) 2 - 4(a 0 +2) + 5 
a 0 £N 이므로 a 0 +2 eN 
... x 0 eP 즉 MCP 
한편 b =2 일 때 少 =1 /. lep 

x = a 2 +1〉0 이므로 1 安 M 
M 유 P 이므로 MCP 

례 7. A={x|x 2 -7 + 10<0}, B={x|x 2 +ax + Z><0}, AflB=0, 
AUB={x | ᄌ 一 3<4<2i } 일 때 a , 의 값을 구하여라 . 

( 풀이 ) A={x|(x-2)(x-5)<0} = {x|2<jc<5} 
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AHB=0, AUB={jc|2<jc< 가이므로 
B={x\5 < x <7 } 

= {x | (x-5)(x-7)<0} 

= {x \ x 2 -12x + 35 < 0 } 

즉 a = — 12, b =35 

례 8. M=|(jc, ^)|j ； = ix 2 |, N= {(x, _y) 卜 2 +( 少一 a) 2 =9 } 일 때 
필요충분조건을 말하여 라 . 

f” ᄂ 

( 풀이 ) 2 는 실수풀이를 가전다 . 

느 2 +Cy- fl ) 2 = 9 

다 방정 식 (少 一 a) 2 +2 少 = 9 즉 y 2 - 2(a -1)^ + a 2 - 9 = 0 
의 풀이가 부 아닌 실수이 다 . 

fD = 4(a-l) 2 -4(a 2 -9)>0 
다 j + y 2 — 2(a -1) > 0 <^>3<a<5 

U -^2 = « 2 -9>0 

따라서 필요충분조건은 a e [3, 5] 이 다 . 

례 9. 모임 A={x I 一 2< x<4} ， B={jc|_<a } 가 주어졌다 . 

1) ADB 일 때 실수 a 의 값범위를 구하여 라 . 

2) AflB 일 때 실수 a 의 값범 위 를 구하여 라 . 

( 풀이 ) 1) a<0 이 면 (4<a 의 풀이모임 은 0 

즉 a<0 일 때 B=0CA 
a >0 일 때 


IB = {x| - a < x < a} 
|Bc A 


a<4 

\-a>-2 나 0< a<2 

[a>0 

따라서 a 幻일 때 B 〔 A 가 성립한다. 

2) a <0 일 때 B =0 => B=R =4 AnB = Af 1 R = A 수0 
a>0 일 때 B= { x\ - a < x < a B ={ x\x>a 또는 

x<a , a > 0} 
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a £ [4, + 00 ) 

례 10. 다음 명제의 거물，안, 거끌안명제를 쓰고 그 진리성을 밝혀라. 

1) x , 少 가 义少 =0 이면 x = 0 또는 少 = 0 이 다. 

2) 실수 x , 少가 x > 2 , 少 >3 이면 x + 少 >5 이다. 

3) 2등변3각형의 두 옆변에 그은 높이는 서로 같다. 

(풀이) 1) 본명제: JC , 少 ER 가 사 = 0이면 x = 0 또는 少 = 0이다. 

(참) 

거音®祖 f : X, 少 e R 가 JC = 0 또는 少 = 0 이면 JC 少 = 0 이 
다. (참) 

안명제: ᄌ, 少 £ R 가 jc 少목0 이면 jc 부0 이고 少 목0 이 
다. (참) 

졌꿀안명제: jc , jf G R 가 义 농 0 이 고 少 농 0 이 면 jc 少 목 0 이 
다. (참) 

2) 본명제: 실수 ᄌ, 少가 x >2 , 少 >3 이면 x + 少 之 5 이 

다. (참) 

거聖 ill 실수 JC , 少가 JC + 少 > 5 이면 x >2 , 少 > 3 이 
다. (거 짓) 

안명제: 실수 x , 少가 x <2 또는 少 <3이면 义 + 少 <5이 
다. (거 짓) 

. |j 끌안명제: ᄌ + 기<5 이면 x <2 또는 기 <3 이다. (거짓) 

3) 본명제: 3각형이 2등변3각형이면 두 옆변에 그은 높이는 

서 로 갈다. (참) 

거■音명碑 F ； 3각형에서 두 변에 그은 높이가 서로 갈으면 이 
3각형 은 2등변3각형 이 다. (참) 

안명제: 3각형이 2등변3각형이 아니면 임의의 두 변에 그 
은 높이는 갈지 않다. (참) 

거 g 안명제: 3각형의 임의의 두 변에 그은 높이가 같지 않 
으면 이 3각형 은 2등변3각형 이 아니 다. (참) 

례 11. /가 모임 R + 의 R 우로의 넘기기이고 

f •• x — lgx (x £ R 十) 

이면 1대1넘기기라는것을 증명하여라. 

( S 명) /가 넘기기이므로 / 가 1대1이 라는것만 밝히면 된다. 



I 勢 지 농사 이 고 지， ; c 2 £ R + 라고 하면 
少 !=lg 지，凡 대사 
이 고 y t , y 2 £ R 일 때 

y 1 - y 2 = lgx 1 - lgx 2 =lg — 
x 2 

지 목 ᄌ 2 이고 자， X 2 GR + 이므로 一푠1 
" 1 ▲ 句 

■'• lg — ^0 즉 少 i 쏜 少2 
x 2 

② 3 ； 3 eR 이 고 少 3 = lgx 3 이 면 x 3 = 10^ 3 > 0 
. 、 x 3 eR+ 

따라서 묘의 매 원소가 모두 R 十의 원상을 가진다. 

®, ②로부터 /는 R + 의 R 에로의 1대1넘기기 이다. 

례 12. 바른4각형 ABCD 의 변길이가 1이다. 한 점 P 가 점 A 로부 
터 출발하여 바른4각형의 변들을 따라 A — B — C — D — A 로 
움직 인다. P 가 지나간 거 리를 x 라고 하고 AP 2 을 기 로 할 
때 J ； 를 JC 로 표시 하고 그라프를 그려 라. 

(풀이) 점 P 가 AB 에서 움직일 때 실례로 점 표까지 운동했다고 하자. 
그러면 N 

AE - x , D ： ^■‘ - |C 

AP 2 = y ^ x 2 (x ^ [0, 1]) ,，M 

점 P 가 BC 에서 움직일 때 실례로 점 Q , 

M 까지 운동했다고 하면 

AB + BM = x , A 1 효 — B 

AP 2 =j ； =AB 2 + BM 2 =1#(x-1) 2 그림 1_1 

(x e[l, 2]) ' ' 

점 P 가 CD 에서 운동할 때 실례로 N 까지 운동했다면 
x =2 AB + CN , ND =3 -x 
... AP 2 = AD 2 + ND 2 = 1+(3- x) 2 (x g [2, 3]) 

점 P 가 DA 에서 운동할 때 실례로 Q 까지 운동했다고 하면 
x =3 + DQ , AQ = 4— x , 

AP 2 = 少 = AQ 2 =(4- JC) 2 U e [3, 4]) 

따라서 다음의 함수의 식 이 얻어 진다. 




x 2 {x e [0, 1]) 少 , 


分-1) 2 + 1 (xe[l, 2]) 2 

- yv 

(3- x ) 2 +1 ( jcg [2, 3]) 1 


(4 - 功 2 (xe[3, 4]) 0 

^ 1 2 3 4 x 


그라프는 그림 1一2와 같다. 1-2 

례 13. 구간 [一1, 1] 에서 2차함수 /여 = 义 2 +따 + 4의 최대값과 
최소값을 구하여라. 

(풀이) f ( x ) = x 2 +ax + 4 = ^x + ^i +4-두 

- — < -1 즉 a >2 일 때 
2 

少최소 少최대 =/( l ) = 5 + a 

-->1 즉 a <-2 일 때 
2 

少최소 =/( l ) = 5 + a , 少최대 =/(- l ) = 5 _a 

- l <--<0 즉 0< a <2 일 때 
2 

少최소 = 厂， 少최대 =/( l ) = 5 + a 

0<--<1 즉 一2< a <0 일 때 
2 

少최소 = 4_+’ 少최대 =/(-1) = 5 _a 

례 14. 구간 I /，효 + 1] 에서 함수 /( jc ) = x 2 +2 jc + 5 의 최소값이 
어;0이 다. 어 >) 의 함수식 을 구하여 라. 

(■) f ( x ) = (x + l ) 2 +4 

> -1 일 때 f { x ) 는 증가한다. 

义 < -1일 때 /(시 는 감소한다. 

따라서 
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\ t 2 +2 t + 5 (t > -1) 

< p ( x ) = 4 (-2< t < -1) 

{(t + l ) 2 +2 (t + l ) + 5 = t 2 +4 t + S (t < -2) 

례 15. 함수 少 = /(시가 뜻구역 묘에서 홀함수이다. ; c >0 일 때 
/⑴ = x(x - 1) 이 라고 하면 f ( x ) 를 구하여 라. 

(■ I ) /⑵ 가 묘에 서 홀함수이 므로 f (- x ) = - f ( x ) 

■•- /(0) = -/(0) 

... 八 0) = 0 
jc <0 일 때 

fix ) = = -[-이 -X - 1 )] = -雄 + 1 ) 

fx(x-l) (JC>0) 
f { x ) = 1 0 (x = 0) 

[-x(x + l) (x<0) 

례 16. 다음 함수들의 뜻구역을 구하여라. 


1) 


y = 


V64-x 2 


+ 2- x +(\ gx ) 2 


2) 


(풀이) 1) 


2) 


시에 f 

+ k 인 

]/ ^ 2x + l 

[64-jc 2 >0 

f-8 < jc < 8 

j — X G R 

j X G R 

[ig ᄌ >0 

[x>l 

따라서 뜻구역은 

1 < x < 8 

卜⑴、 0 

3' >3-" 


' 0< 쓰 
l 2x + l 


10 



례 17. 다음 함수의 값구역을 구하여 라. 

1) T =\ og x y + \ og y x 

2) 少 = /( jc ) 가 방정식 2 jc 2 -2 jc 少 + 少 2 - 6 jc -4 少+ 27 = 0 
을 만족시 킨다. 

(풀이) 1) 뜻구역은 { x |0< jc <1 U jc >1} 
log , 少 미 로 놓으면 

T = t + - 즉 t 2 +tT + l = 0 
t 

D = T 2 — 4之 0이므로 T >2 또는 T <-2 이다. 

따라서 0< jc <1, 0<기<1일 때 또는 x > l , 기>1일 
때 값구역은 Te [2, + oo ) 이고 0<义<1, y >\ 또는 
x > l , 0<少<1 일 때 값구역은 T e (- 00 , -2] 이다. 

2) 2 x 2 -(2 少 + 6 )jc + (少 2 -4少一 27) = 0( jc £ R ) 

D = [~(2 y + 6)] 2 - 8(/ - 4少 - 27) 

= 나少 2 +5切-180>0 
y 2 - l 4 y + 45<0 
따라서 값구역은 5<기<9 

례 18. 1) 함수 y = |^ log t xj - log ! ᄌ 2 +5 ( 2 < ᄌ < 4 ) 의 최대 값 
과 최소값을 구하여라. 

2) / =4-4 (;c + 2) 2 일 때 x 2 + 少 2 의 최대값과 최소값을 
구하여 라. 

3) 함수 y = log 5 、 l 2 x 2 -4 x + 7 의 최 소값을 구하여 라. 




(S0[) 1) y = \\og l X- 


+ 4 


따라서 2<JC<4 일 때 단조함수이고 
ᄌ = 2 일 때 log! ᄌ = 1(^ 2 =—丄 

4 4 2 

ᄌ = 4 일 때 logj x = logj 4 = -1 


少 최소 +4= ¥’ 少 최대 = 22+4=8 

2) x 2 + y 2 =x 2 +4-4(x + 2) 2 

= -3 x 2 -16 x -12 = -3 ^jc + ^ +y 

/ =4-4 (jc + 2) 2 이므로 (jc + 2) 2 으 1 
-3< jc <-1 

x = -| 일 때 ᄌ 2 + j 2 은 최 대 값 ^■ 을 가지고 ; c = -1 

일 때 x 2 + y 2 ^r 최소값 1을 가진다. 

3) 2차3마디식 2 jc 2 -4 jc + 7 에서 a = 2>0 

D = (-4) 2 -4-2-7<0 
2 jc 2 -4 jc + 7 = 2( x -1) 2 +5 
jc = 1 일 때 2x 2 -4x + 7S 최소값 5 를 가전다. 

따라서 ᄌ = 1 일 때 少 최소 = log 5 y / 2 x 2 -4 x + 7 = | 이 다. 


례 19. 1) 


-일 때 /⑶를 구하여라. 


(풀이) 1) 


2) /{/ [八功]}= 27义 + 13 일 때 /( 功 를 구하여 라. 
0 x 2 +\ 1 x 2 -2x + \ 2 1 



례 20. 


(풀이) 


... f ( x ) = x 2 -3 x + 3 
2) /(ᄌ) = 幻《 + 6라고 하자. 

f\f ( x )] = a ( ax + b) + b = a 2 x + b(a + l) 
f {/[/ ( ᄌ )]} = f[a 2 x + b(、a + 1)] = a[a 2 x + b(、a + 1)] + b 
= a 3 x + b(a 2 + a + l) 

/{/[/( 功]} = 2 行 + 1 3 이 므로 결 수비 교법 에 의 하여 
[ a 2 =27 

, 즉 a = 3， x = l 

{ b { a 2 + a + 1) = 13 


... /( x ) = 3 x +1 
다음 함수의 그라프를 그려라. 

1) log ^ = log ^ x 2) 少 = | log 2 | x|i 

3) ” = |2 X _2| 4) j ； = 2 |log2；c| 



6) 少 = 


x(x + l) 

w 


1} li = log J ，( log ， )2=1 ， 


log 7 x = ±l 
jx = y (x>0, x^V) 

" W = 1 

(그림 1-3 을 참고) 


少， 



市 


1-3 


2) 원함수를 log 2 | ᅪ多0 과 log _<0 
으로 변형할수 있 다. 

flog 2 (- x ) (x < - l ) 
v _ <卜 1°§ 2 ( _ ᄌ) ( _ 1 < ᄌ < 0) 

^ 1 - log 2 x (0 < x < l ) 

[log 2 x ( x > l ) 

(그림 1-4 를 참고) 



3 )，y = |”_2| 


史達 U -4 
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례 21. 다음 그라프의 함수의 식을 구하여 라. 




2x (x>l) \2x (0 < x < 1) 

2 (0 < x < 1) _ 1 2 (1 < x < 3) 

2jc + 2 (-1<jc<0) 2 |3 (3 < X < 4) 

0 (x < -1) [4 (;c>4) 



례 22. 다음 함수의 짝홀성을 밝혀라. 

1) f ( x ) = ln |— ^ (x e (-1, 1)) 

1 + x 

2) f ( x ) = x n - x- n 

3) a >0 , a 푠 1 ， g ( x ) 가 홀함수일 때 

/( x ) = ( a - l ) g ( x)^-^-j + ^ 

4) f ( x ) , x £ 묘가 af ( x ) - bf (- x ) =cx + dx 3 을 만족시 키 

고 a ， b ， c , d 는 모두 0 이 아니 다. 때 

/(功의 식을 구하여라. 

(풀이) 1) 홀함수 

x e (-1, 1) 일 때 

f ( x ) = In -= ln(l — x ) — ln(l + x ) 

\ + x 

한편 f (- x ) = ln(l + x )~ ln ( l - x ) 
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= - [ ln ( l - x )- ln(l + jc )] = - f ( x ) 

이 므로 홀함수이다 . 

2) n 이 짝수일 때 짝함수， n 이 홀수일 때 홀함수 
n 이 짝수일 때 즉 n = 2 k 

= {x 2 ) k - (x 2 y k = x 2k - x~ 2k = f (x) 
따라서 少 = 났 -义_ "은 짝함수 
n 이 홀수 즉 « = 2 A : +1 일 때 
f(-x) = (~x) 2k • (-x) - (-x)- u ■ (-x)- 1 

= x u (-x) + x- u -x- 1 -x u+1 +x- (u+1) 

= _( x ^l_ x -(2^) ) = _ /W 
少 = 났 _ 义_”은 홀함수 

« = 0 일 때 /(x) = 0, /(jc) 는 짝함수 또는 홀함수이 다 . 

3) 짝함수 

g(~^) = ~g(x) 이 므로 
/(- x ) = ( a - l ) g ( x)f 


= ~(a - 1 - + 

，，(서-구 1 그뵌 

= («- D 혜구느 j +£卜 /⑴ 

따라서 /( 시 는 짝함수이 다. 

4) 홀함수 

af ( x ) - bf (- x ) =cx + dx 3 ① 

이므로 

af (- x ) - bf ( x ) = -(cx + dx 3 ) ② 
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_ 命運 1 하면 

aim + f (- x )] - b [ f (- x ) + fix )] = 0 

I 식시하이 므로 /( x ) + /(- x ) = 0 

f (- x ) = - f ( x ) 

따라서 /(시 는 홀함수이 다. 

식 ③로부터 af ( x ) + bf ( x ) = cx + dx 3 

f( x ) = - ~( cx + dx 3 ) 

a + b 

례 23. /(시 = 公戶 +? +뇨-8 이 고 /(-2) = 10 일 때 /(2) 의 값 
을 구하여 라. 

(풀이) 용( X ) = ox 3 +公 x 라고 하면 용( X ) 는 뜻구역 R 에 서 홀함수이 고 
/( 功 = g (功 + x 2 -8 이다. 

/(-2) = g (-2) + (-2) 2 -8 = 10 

g (-2) = 14 
g (2) = -14 

/(2) = g (2) + 2 2 -8 = -14-4 = -18 
八 2) = -18 

1 _1 

례 24. 기:ᄌ조 一刀규일 때 

1) y = /( jc ) 가 뜻구역 에서 증가함수라는것을 증명 하여 라. 

2) y = /(시가 거끌함수를 가진다는것을 증명하고 그 거끌 
함수를 구하여 라. 

cm ) 1) 함수 /(시 의 뜻구역은 r + 이고 함수의 값구역은 r 이 다. 
이 > JC 2 > 0 이 라고 하면 


/( 지)一/(사) = 각 -V - 사 2 +사 2 



( 사 2) 2 
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I I , 

- x \ >0, 1 + -「> 0 이므로 

(사 2) 2 


f ( x l )- f ( x 2 )>0 

따라서 ^ = /( X ) 는 뜻구역에서 증가함수이 다. 

2) /( jc ) 는 증가함수이므로 

，녜 2 (지, x 2 £ R + ), /(^) ^ f ( x 2 ) 

J_ 」_ 

따라서 거끌함수를 가지 므로 자로부터 


卜〜! - x ^ y -\ = 0 

J _ WZil 

ᄌ 1 , 2 _ 2 

《 +》값만을 취 하면 = y 니 y2 + 4 

2 

거물함수를 구하면 _ 

\ x 니 x 2 +4 

기:— o — 


즉 ^ = ^ 


c eR) 


례 25. 제곱함수 /( jc ) = ; c m2 - 2m - 3 (m ez ) 의 그라프가 少 축에 관하 
여 대칭이고 义축，기축과 사귀는 점은 없다. 

1) 그라프를 보고 함수의 뜻구역，값구 y/ 

역을 확정하고 함수의 짝홀성을 밝 I 

혀라. / 

2) 함수의 식을 구하여 라. 니 

(풀이) 1) 뜻구역 {x \ x ^ O , x ^ R } o 


값구역 iy I 少>이 
따라서 함수는 짝함수이다. 


그림 1-12 


2) 함수가 1사분구에서는 감소하므로 m 2 -2 m -3<0 즉 
-\< m <3, w £ Z 이므로 m 은 0，1，2뿐이다. 그런데 
함수가 짝함수이므로 m = l 뿐이다. 
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례 26. 


(SOD 


례 27. 


■•- m= x - A 

함수 y = log a x (a > 0 , 义 >1) 의 y 
그라프가 세 점 A , B, C 를 가진 
다. 그것들의 가로자리표는 m ， 
m + 2 , m + 4 이 다. 

1) AABC 의 면적을 S 라고 하면 고 

S =/( m ) 을 구하여라. ' 

2) 함수 S =/( m ) 의 값구역을 구하여 라. 



Ai Bi Ci x 

"^-1-13 

3) 이 함수가 증가함수인가 감소함수인가를 판정하여 라. 

D S 제형쇼쇼山山 + S 제형 BBiCi c — S 제형 aAjCiC = 

= [log 田 m + log a (m + 2)] + [log a (m + 2) + log fl (m + 4)] 
-2[log a m + log a (m + 4)] 

= 21og a (m + 2) - log fl m{m + 4) 

(m + 2) 2 f, . 4 


= log„ 


= 1 <>gJ 


a m(m + 4) 

!) m〉l 이므로 m 2 +4 m 〉5 이다. 
4 9 


-\-4 mJ 


1<1 


- < - 


+ 4 m 

S =/( m ) 의 값구역은 


o, log 가 이 다 . 


5) m>l 이므로 w 2 +4 m 은 증가한다. 

4 


-은 감소한다. 


따라서 7 

m + 4 m 

a>l 이므로 S=/(w) 은 감소함수이다. 
그라프는 1개 함수의 그라프이고 
그우에 A(-l, 2), B(0, 4), C(l, 

3), D(2, -1) 이 있다. 점 A 의 
왼쪽 곡선은 지수함수곡선의 일 
부분이고 곡선 AB 는 다른 지수 
함수 c - a x (c : 상수)의 그라프 
의 일부분이고 곡선 BCD 는 1 개 
2차함수의 그라프의 한 부분이고 
점 D 의 오른쪽은 로그함수의 일 




’ \ 4 / 

B 

、\ 

V/ 

■V 

y2 

- \ 

A , 

\ 

1 

- \ , , . 

-i 0 

1 \ 3 노 


L 卜三— 


정?! 1-14 
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부분이 다. /⑴를 구하여 라. 

(풀이) 그라프로부터 함수 /(功의 뜻구역은 각각 (一轉:，, -1 J , [一 
1, 0], [0, 2 ], [ 2 , 4속 o ) 이다. 

( — 00，一 1] 에서 y 1 = a x S. 하고 점 A 의 자리표를 대입하면 



[一 1, 이에서 少 2 =<>乂로 하고 두 점 A , B 의 자리표를 갈 
아넣 으면 c -4 , a = 2 

... 少 2 =4(2 x )= 2 x+2 

[0, 2] 에 서 少 3 = ox 2 +fec + c 로 하고 세 점 B , C , D 의 자 
리표를 갈아넣으면 


a=-~, 스 = 丄’ c = 4 
2 2 



[2, ♦德)에서 少 4 = logy 로 하고 점 D 의 자리표를 갈아넣 

으면 « = 丄 
2 

少4 = 1 <> g 1 參 

2 

따라서 구하려는 식은 

(x e (-° 0 , -1)) 

{xe[-\, 0 )) 

x + 4 (x e [0, 2]) 

(• xe [2, + oo )) 

례 28. 1) a 2 > 6 > a > 1 일 때 log 公 , log fc a , log , — , log A — 

公 a 



20 




들을 작은것으로부터 큰 순서로 배 렬하여 라. 

2) n H '4 a ^ ( a >0, a ^ l , «〉1) 의 크기를 비교 
하여라. 

(풀이) 1) ^> a>l 이므로 ->1, -<1 
a b 

公 >1이므로 log 으 > log # 

a b 

公〉 a 〉1 이 므로 \ og b b > log 스 a , 0 < log 6 a < 1 

log s « 

\ og a b - log b a = —^ —— log fe a > 0 

log "， 

log a b > log , a 

log 6 a - log ，으 = log 은 > 0 
a 公 

... log , ^ > log , - 
公 a 

크기순서로 배렬하면 

logs 은 < log fi - < \ og b a 
b a 

2) n -^L = a n{n ^ , —-— >0 이므로 
Va H+1 n ( n - Y ) 

0< a<l 일 때 n ia " <'4^ 

a>l 일 때 

례 29. 义 가 어 떤 값일 때 함수 y = — -의 값이 부가 

9 X -2 3 X -1 

아니겠는가? 

(풀이) 3义 =' 라고 놓으면 9 X = t 2 
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(간- l )( r -3) 

，>0이ᅭ 웃식의 풀이는 ' e [士, 1) U (、反, 3] 

丄있<1일 때 -<3" <1 
2 2 

... log 3 ^ - x < 0 

、/조<以3일 때 V 2 <3" <3 

log V 2 < x < 1 


2) 련습문제 
- 선택문제 

1. 다음의 매개 관계가운데서 정확한것은 ( ) 이다. 

A . 임의의 모임 보에 대하여 0 CM 

B . M ={ l , 0, {2}} 에 대 하여 {2 }eM 

C . Mf|M = ^} D . {0}={0} 

2. 다음의 매 개 명 제가운데 서 서 로 갈은것 은 ( ) 이 다. 

A . 《 A 〔 B 》 와 《 AUB = B > 

B . 《야사와 《 weAUB 》 

C . OeAflB 》 와 《 weB 》 

D . 《 peAflB 》 와 《/? eAUB > 

3. 다음의 명제 

1) wjc 2 +3 jc -2 = 0 은 jc 에 관한 한변수2차방정식 이 다. 

2) 포물선 少 = fcc 2 - l 과 jc 축은 적어도 한개 사귐점을 가전다. 

3) 씨 수가 아닌 흘수는 존재하지 않는다. 

4) 서로 포함하는 두개 모임은 서로 갈다. 

가운데서 옳은 명제의 개수는 ( ) 이다. 

A . 0개 B . 1개 C . 2개 D . 3개 

4. 다음 4개 명 계가운데 서 정 확한것 은 ( ) 이 다. 

A . 제 곱함수의 그라프는 모두 점 (1, 1) 과 점 (0, 0) 을 지난다. 

B . 제 곱함수의 그라프는 4사분구에 서 존재하지 않는다. 

C . j ； = jc n 에 서 « > 0 일 때 함수값은 jc 가 증가할 때 증가한다. 
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D . j ； = jc ” 에 서 «<0 일 때 1 사분구에 서 함수값은 x 가 증가할 때 
증가한다. 

5. 함수 少 = log (2 니) Vx -2 의 뜻구역은 ( ) 이 다. 

A . (1，，餘^ B . (2，+的) C . (1， 2] D . (1， 2) 

6. log 2 3 = p, log 3 5 =《 일 때 ，당 를 리 용하여 lg 5 의 값을 표시 하 

면 ( ) 이다. 

A . p 2 + 公 2 B . — (3 _p + 2 公) C . — 근 i — D . pq 

5 \ + pq 

7. 함수 네 ? X 의 거끌함수는 ( ) 이 다. 

A . y = ln(x + y/x + l ) B . y = ln(x - ^ x 2 -1) 

C . j ； = ln(x ± Vx 2 -1) D . 존재 하지 않는다. 

8. 지수함수 /⑴ = ( a 2 - l) x 에서 ;ceR 일 때 감소함수이면 a 가 취 

할수 있는 값범위는 ( ) 이다. _ 

1 B . | a | < -\/2 C . a > V 2 D . 1 < | a | < V 2 

9. 주어 진 a , c 에 대 하여 방정 식 ax 2 +bx + c = 0 ^ 함수 少 = ax 2 

+ 公 jc + c •의 그라프는 그림의 ( ) 과 같다. 


少 t 少 t 少1 少' 



( A ) 1 ( B ) 1 ( C ) 1 ( D ) 


^림 1一15 


- 빈칸재우기문제 

10. 어떤 명제의 거끌명제가 ia , b , ceN , a , 가운데 적어도 한개 
가 c 의 배수이 라면 a-b 는 반드시 c 의 배수이다.》라고 하면 이 
명제의 안명제는 空 j l 고 기본명제는 영제 (참 또는 거짓)이 
며 안명제는 _명제 (참 또는 거짓)이^^ 


11. 함수 少 = _x + w 과 少 = to - 6이 서로 거꿀함수이면 


n = 


_이 다. 
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12. 0<a<l, a> 公 >0 일 때 log fl 丄， log a log A 丄 의 크기순서 

公 公 

는 _이 다 . 

13. 함수 A. y = x 2 B. y = x ~ 2 C . y = \[x D. 少 = | 에 대 하여 다 

음 조건을 만족하는 함수를 모두 표시하여 라. 
f { x ) = - f { x ) 를 만족하는 함수는 _ 

/야+ 기 = /(시 + 八기를 만족하는 함수는 _ 

，⑷=7농 f ᅳ一 

八방) = /( x ) •八功를 만족하는 함수는 _ 

14. 함수 기 = -^/^1의 거끌함수는 _ 

( x 2 (x > 0) 

15. f { x ) = \e (x = 0) 일 때 /{/ [八- 2)]} = _ 

[o (x < 0) 

16. 함수 j； = log a ^=^ —은 (一1， 1) 에서 함수(홀 또는 짝)이다. 

a (1 + X 2 ) —— 

17. 함수 j； = a x2 - 4x+1 ( a > 0 , a 푠 1) 의 증가구간감소구간 
은 _이 다. 

- 해답문제 

18. A= {x;|x 2 -ax + a 2 -19 = o} , B= {x|log 2 (jc 2 -5x + 8) = l}, 

C = { x | jc 2 +2 jc -8 = o} 이 고 Af 1 BD 0, Af1C = 0 일 때 a 의 값을 
구하여 라. 

19. AcB 이면 豆 cA 이고 그 거물도 성립한다는것을 증명하여라. 

20. 실수 X , 少 에 대 하여 jc 2 목 少 2 이 면 jc 농 少 라는것 을 증명 하여 라. 

21. 다음 함수의 그라프를 그려 라. 

，ᅥ、 W : ■ ' 

1) 에| 2) ”(1 + —, 3) y = \ x 2 ^2 x 

4) 少 = log 2 、广 x + l 
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22. 함수 y = x 2 X+ x 4 2 의 값을 구하여 라. 

23. 八 ab ) = /( a ) + /(이 이 면 다음것 을 구하여 라. 

1) /ᄐ) = /(«)_ /(公) 2) f ( a n ) = nf ( a ) 

24. 함수 y = x + ^ l + x 2 의 거끌함수를 구하여라. 

25. 함수 y = V -^ + — — + lg (> 2 -: c -6) 의 뜻구역을 구하여라. 

x + 4 

26. a , 6 eR + 일 때 a a 6 6 > a 6 6 a 임 을 증명하여 라. 

3) 자체시험문제 
- 선택문제 

1. 함수 /(; c ) = lg ( JC 2 -9) 의 뜻구역 은 M ， g (; c ) = lgO + 3) 의 뜻구역 

은 N 이 다. 모임 M 과 N 의 관계는 ( ) 이 다. 

A . M 「1 N =0 B . NCM C . M = N D . MCN 

2. 함수 少 = "— jc 2 +2 jc + 3 은 ( ) 이다. 

A . 최대값을 가전다. B . 최소값을 가전다. 

C . 최대값을 가지 고 최소값은 없다. 

D . 최대값과 최소값도 가진다. 

3. 함수 少 = ( w 은 0 아닌 짝수，«은 홀수이고 m «<0) 이면 그의 

대응하는 그라프는 ( ) 이 다. 



그림 1-16 


4. 3개 의 수 log 3 2, log 5 4, 2 0 3 이 주어 졌 다. 그것 들의 크기 관계 는 
( ) 이 다. 

A . log32 < log 5 4 < 2 0 - 3 B . 2 0 - 3 < log 3 2< log 5 4 

C . log 5 4< log 3 2<2 0 - 3 D . log 3 2<2°- 3 < log 5 4 


25 




5. f { x ) = ax 3 - \- bx - cx 궁에서 a , b , c 는 상수이다. 이때 /(_ 2 )= 2이 

고 /(2)는 ( ) 이다. 

A. -2 B. -6 C. -4 D. -10 

6. 2차방정식 少 = 公石 2 +Zw + c ■ 의 그라프는 다음과 
같다. (그림 1-17) 

식 a , 公， c , a + b + 2 c , a-b + c , b 2 - 4 ac , 

2 a + b , 2a- 스들가운데서 정수인것은 ( ) 이다. 

A. 2개 B. 3개 C. 4개 D. 5개 

- 빈칸재우기문제 

7. 기본명제의 안명제가《만일 jc 2 - jc -6>0 이면 x> 3 또는 x <-2 
이 다.》라고 하면 그의 거 끌명 제 % 、 스 輪’고' 그의 거끌안명 제 는 
_이다. (참 또는 거짓) 

8. 함수 기 = /(니 = ^土프이고 (3, 7) 은 의 그라프의 점 

x-l 

이다 • y = /⑴의 값구역은_이다 ■ 


9 - 하 ”곳 戶 빠유-。 1 세해 베 

_이다. 

에 2 - 4x-5 



10. 함수 /(x)= - 의 증가구간은 _ 

_이고 감소구간은 _ 

-이 다. 

- 해답문제 



11. /切는 짝함수， g ⑴는 홀함수이고 

/ ⑴ +g(^)= 그' 

- 이 라고 


하면 /切와 g(JC) 의 식을 구하여 라. 

12. 바른4각형 CDEF 의 변의 길이는 4이고 한 모 
서리 AFB 를 잘라내여 5각형 ABCDE 를 얻었 
다. AF = 2, BF = 1 이고 AB 에서 한 점 P 를 취 
하고 P 를 지나며 CD, DE 에 평 행 선을 그어 
직4각형 PNDM 을 엄었다. 이 직4각형의 면 
적의 최대값을 구하여 라. 

13. f { x ) = 9 X (jceR) 일 때 /니예+句 을 구하여라. 그림 1 一 18 

14. 방정식 (log (베나 1 -(log 나ᅡ 1 =2 에 맞는 함수식 기 = /(功 를 
구하고 그라프를 그려 라. 
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2. 식과 방정식 


1) 문제풀이방법 

례 1. • xyz-xy — 少 z-zx + a : + 少 + z-l 을 인수분해하여 라. 

(풀이) 义 = 1이면 식의 값이 0이므로 인수 jc-l 을 가전다. 주어진 
식이 대칭여러마디식이므로 y-1, z -1 도 인수를 가진다. 
따라서 주어진 식은 야 -1)( 少一 1) 여 -1 )을 인수로 가전다. 

적 이 3 차이므로 적의 나머지 인수는 jc, 少 , z 를 포함하지 
않는다. 

... xyz-xy-yz-xz + x + y + z-l = L(x - 1 )( 少 - l)(z - 1) 

량변의 곁수를 비교하면 L = 1 
■ ■■ 주어진 식 = (x-l)Cy-l)(z-l) 

례 2. x 2 - 3x + 2xy + y 2 - 3y-40^- 인수분해하여라. 

(풀이) 주어진 식 = jc 2 +2 사 + 기 2 -3(jc + j ；)-40 

(x + 少 ) 2 - 3(x + y)-40 = (x + y- 8)(x + 少 + 5) 

례 3 . \2x 5 - 44jc 4 + 33x 3 + 33x 2 - 44 jc +12 
( SOI ) 주어진 식 = 12jc 5 +12-44jc 4 —44jc + 33jc 3 +33jc 2 
= 12(jc 5 + 1) - 44x(x 3 +1) + 33x 2 (x + 1) 

= (x + 1)[12 jc 4 - I2x 3 + I2x 2 - I2x +12 
-44x(x 2 -x + l) + 33x 2 ] 

= (x + l)[\2x 4 +12 - (56x 3 + 56x) + S9x 2 ] 

= (x + 1)|^12x 2 ^x 2 + - 56x 2 + — j + 89x 2 j 

x + 丄 = 기로 놓으면 

X 

? +스 = 노 + [| -2 = y 2 -2 

주어진 식 = 分 + 1 ᄊ 2 [12( 少 2 -2)-56 少 + 89] 

= (jc + 1)jc 2 (12 少 2 -56 少 + 65) 

= (x + l)x 2 (2y-5)(6y-l3) 
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= (x 4 - l)x 2 + — ) — — 13^j 

= (x + l )(2 x 2 -5 x + 2)(6? -\3 x + 6) 

= (x + l )(2 x - 1 )(jc - 2)(3 jc - 2)(2 x - 3) 

례 4. x 2 -l 로 나누면 나머지가 5义-8 이고 : c 2 -; c -6 으로 나누 
면 나머지가 17 ;c + 4 인 3차식을 구하여라. 

(풀이) 구하려는 3차식을 /(기 라고 하면 

f { x ) = ( x 2 - 1)( 況 C + b ) + (5 x - 8) 

여기서 OX + 스는 /( X ) 를 X 2 -15. 나눌 때의 상이다. 

... f (x) = ax ^ + bx 2 + (5 — cf)x — b — S 

한편 /(jc) ᅳ (17 x + 4) 는 jc 2 - jc -6 = ( jc -3 )(jc + 2) 로 완제 

된 다. 

f ( x)-(nx + 4) = ax 3 + bx 2 -(a + \2) x-(b + \2) 이므로 
{21 a + 9 b -3 a -3 b - b -\2 = 0 
\-Sa + 4 b + 2 a + 24- b -\2 = 0 
(3 a + b = 6 
[2 a-b = 4 

a = 2, b = 0 

f { x ) = ( jc 2 - \)2 x + (5 x - S ) = 2 x 3 +3 x -8 

HI 5. 士 | a -6 + 4| WH ^ r 7 + c 2 +c + 음 = 0 일 때 유루의 

값은 얼마인가? 



이식을 풀면야- 5 , 나 - 1 ， c= -l 



례 7. 다음 식을 계산하여라. 

|x + 2| — |x —1| 축혹뉴 — 4| = 10 

(풀이) 1) ; c <-2 일 때 


- x -2 + x - l -2 x + 8 = 10 
-2 x + 5 = 10 


2) _2< jc <1 일 때 

x + 7. + x — \ — 2 x + 8 = 10 
0 -x = l 

3) 1<jc<4 일 때 

x + 2 — x +1 _ 2x + 8 = 10 
-2 x = -l 
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2 

| 在 [1, 4) 이 므로 버린 다. 

4) jc 之 4 일 때 

x + 2. — x + 1 + 2 x — 8 = 10 
2 x = \5 
15 

x = — 

2 

1 다 5 M 풀。法 {- y , y } 

례 8. x l9 义 2 가 방정식 义 2 — 2m 2 :c + 3 = 0의 두개의 실수풀이 이고 
y l9 少 2 가 방정식 少 2 -5m 少+ 3« = 0의 두개의 실수풀이이면 
2 x 1 - y x =3, 2 x 2 一 少 2 = 3 이 다. … 사 의 값을 구하여 라. 

(SOD 2(>1+义 2 ) — 0；1+少 2 ) = 6 

이제 4m 2 -5m-6 = 0 

{m 一 2)(4m + 3) = 0 

• o 3 

4 

한편 a 2 -2m 2 ;c + 3 = 0 에서 

D=m 4 -3〉0 

3 3 
m = —— 일 때 D<0 이 므로 m 幸 —— 

4 4 

... m = 2 

2(X -少 2) - o 

2 나(지 + x 2 ) 2 -4 x ^2 ~^l(y l +y 2 ) 2 _ 4 少 =0 
2^4 m A -\2- yJ 25 m 2 -\2 n =0 
25 m 2 - I 2 n = l 6 m 4 -48 
100-12n = 256-48 
n =-9 
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례 9. x 에 관한 다음 방정 식 을 풀어 라. 

1) 2^ =16-\|(0.25) 5 ~4 

2) log^ = (lglg ? -1) • log x 10 0 > 0) 

20-x 

( 풀이 ) l) 2 石石 =2 4 .(r 2 )i 

2 不고 = 2 4 . 2 _ 5+ 국 


、jx +1 = - 1 + 즈 
4 


• • Xj — 0 ，%2 ~ 24 

지 =0 은 끼 여 든 풀이이 므로 방정 식 의 풀이 는 :^ = 24 
2) log, (4 ~ x)x =log ;c 10 (lglg< - 1) 

(4_ ~ x ) x _ io(igig ， -i) 


10 

4 x - x 2 

10 


= 10 _1 Igt 


4 x - x 2 =lgt 
x 2 - 4x + lg? = 0 

D= 16 - 41g, > 0 

따라서 lg?<4 또한 lg?〉0 이므로 1<以10 4 
자 ’ 2 =2±y/4_lgt 
그런데 x>0, 4 -jc>0, x^l 
0<x<4, x^l 

그리 고 2 시 4 -Igt =1 일 때 호의 값은 ? = 10 3 이 다. 
따라서 0<f<l 일 때 방정식은 풀이가 없다. 
0<니10 3 일 때 방정식의 풀이 
x = 2±yl4-\gt 

10 3 < 匕10 4 일 때 방정식의 풀이 x = 2 ±^ 4 -\gt 
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례 10. 


( SOI ) 


다음 련립 방정식을 풀어 라. 



[ lg (3 x - y ) + lg (少 + 功 = 4 lg 2 
= 足 라고 놓으면 소 >0 이다. 



2> k 2 + lk -6 = Q 
:. (及 + 3)(3足一2) = 0 
k = -3 은 灰〉0이므로 버린다. 



따라서 2义一少 = 2로부터 y = 2 x -2 
lg(x + 2) + lg (3 x -2) = 41 g 2 
(x + 2)(3 x -2) = 16 
3 x 2 +4 x -20 = 0 


(3 x + 10)( jc -2) = 0 

;c = _m 은 뜻구역 에 맞지 않으므로 버린 다. 

3 

따라서 풀이모임은 取，. 2 )} ■이 다. 

례 11. 방정식 jc 2 -jc —1 = 0 의 두 풀이가 a, 分이다. 이때 

f { cc ) = /3, f {/3) = a , /(-1) = 1 인 2차함수 /⑴ 를 구하 
여라. 

(SO I ) a + P = \, aP = 1, aP = -1, a 푠 分 이 다. 
f ( x ) = ax 2 +bx + c 라고 하면 
/( a ) = "이므로 

aa 2 +ba + c = J 3 ① 

/( y 公) = a 이 므로 

ap 1 + bj 3 + c = a ② 

/(1) = 1 이므로 

a + b + c =\ 0 
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，勢 ■ 

a 2 + p 2 = {a + pf -2_ = 3 을 리용하면 
3 a + 公 + 2 c = 1 ④ 

①一②하고 량변의 a - p % 없애면 
幻 H ■公 = — 1 향 

식 ③, ©, 棟로부터 a =- l , b = 0, c = 2 
... f ( x ) = - x 2 +2 
례 12. 다음 련립안같기식을 풀어라. 

\ ax -6 y = 5 a -2> ① 

\lx + { a - l)y = 29 -la ② 

(풀이) ① X 2 하면 

2 ax -\2 y = \0 a -6 

gm 신! 하면 

lax + a(a - l)y = 29 a - la 1 
[ a 2 -7 a + 12) 少 = _(7 a 2 -19 a -6) 
(a - 3 )(a - 4) 少 = -(la + l\a - 3) 

1) ( a -3 Xa -4)^0 즉 a ^ 3, a #4 일 때 


7 a + 2 



이것을 식 ②에 갈아넣으면 

2 x + ( a -7)- ( ~ 7a ~ 2) =29-7 a 
a -4 

_5( a -13) 

a -4 

2) a = 3 일 때 

f 3 x -6 y = l 2 
[2 x -4 y = 8 
. 3 -6 12 

2 ~ -4 ~ 8 

3) a = 4 일 때 


3 x - 6 y = 17 
2 x -3 y = l 
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4 -6 17 

. . — = — 굳 —— 

2 -3 1 

따라서 풀이모임은 

ᄀ a a r, 5( 公 — 13) 7^ + 2 N , 

a-4 a-4 

a = 3， a 숀 4 일 때 { ( ᄌ , y)\x 一 2 少 一 4 = 0 } 
a 슨3 ， a = 4 일 때 0 


2) 련습문제 


1. x 3 + 6 +」^ = 2 fjc + 丄] 일 때 JC + 丄의 값을 구하여라. 

X \ X J X 

2. jc-a 로 나누면 나머지가 a 3 , x-b 로 나누면 나머지가 b 3 , x-c 
로 나누면 나머 지 가 C 3 인 X 의 여 러마디식가운데 서 차수가 가장 낮 
은 여러마디식을 구하여라. 여기서 a , c 는 서로 다른 상수이다. 

3. 방정식을 풀어 라. 

x-a x-b 公 a 0 、 \x + xy + y = 2 + 3-^2 

b a x-a x-b \ x 2 +y 2 =6 

3) (x + 2)(x + 3)(x + 8)(x + 12) = 4x 2 

4) V 2 x 4 - 3 — 、/)〔 +1 4 - 、l3x — 5 — 、j4x — 3 = 0 

5) log ， lo 니 : 는£卜 


6) 2 니 +4.2 (1 ‘、) =6 

7) x 2 • 2 화 1 + 2 1 과 2 = x 2 • 玄 卜 ?|+4 + 2 니 

4. 2 차방정식 jc 2 +(2A: + 6)jc + 12 = 0 의 두 풀이가 모두 一 1 보다 큰 실 
수로 되는 소의 범위를 구하여라. 

{ — ax = 6v — 3 

오 를 풀어 라. 

2x-a = (4 + a)y 

그리 고 방정 식의 한쌍의 풀이 x, 기 가 함께 부로 되 자면 a 가 어 떤 
범위의 실수값으로 되여야 하는가? 

6. 세 형제의 나이를 물었다. 첫째에게 물으니 나의 나이는 셋째가 앞 
으로 16 살 될 때 둘째의 나이와 같다고 한다. 둘째에게 물으니 나 
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의 나이는 셋째가 8살 될 때 첫째의 나이와 같다고 하였다. 셋째에 
게 형들의 나이를 물으니 자기가 태여날 때 그들의 나이의 합이 10 
살이였다고 하였다. 세 형제의 나이를 구하여라. 

7. 11 개의 부 아닌 수가 있는데 이 수들가운데서 어 느것을 취해도 나 
머지 10개의 수들의 합의 2제곱과 같다. 이때 11개의 수들을 구하 
여라. 

8. 체적이 20 L 인 그릇에 알콜이 있는데 여기서 얼마를 퍼내고 그대신 물 
을 넣었다. 이런 조작을 한번 더 한 결과 그릇에 순 알콜이 5L 남았 
다면 매번 몇 L 씩 퍼냈는가? 

9. 3 대의 양수기 A, B, C 로 어떤 높의 물을 퍼내는데 A, C 각각 한 
대로 물을 퍼낼 때의 시간의 합은 B 로 퍼낼 때의 시간의 2배 이 다. 
B, C 로 함께 퍼낼 때의 시간과 A, 묘로 함께 퍼낼 때의 시간의 비 
는 10 : 7 이 다. 이 양수기 들의 물빼는 능력 의 비를 구하여 라. 

10. 어떤 농도의 용액 100 L 가 있다. 이로부터 10 L 를 퍼내고 같은 량 
의 물을 넣 었 다. 이 와 같은 방법 을 되 풀이할 때 몇번째 만에 용액 

의 농도가 처 음의 |이 하로 되 겠는가? 

11. 900km 떨어진 두 지점 A, 묘가 있다. 첫 직승기가 B 를 향하여 떠 
난 다음 3 시간후에 둘째 직승기 가 A 를 향하여 묘를 떠 났다. 두 직 
승기 가 도중에 서 만난 때 로부터 첫 직 승기 는 2. 5 시 간，둘째 직 승 
기는 4 시간후에 각각 목적지에 도착하였다. 두 직승기의 속도를 
구하여 라. 

3) 자체시험문제 

1. 다음 명제들가운데서 옳은것은 ( ) 이 다. 

A. 반대수가 그 자신과 갈은 실수는 0 뿐이다. 

B. 거끌수가 그 자신과 같은 실수는 1 뿐이다. 

C. 절대값이 그 자신과 갈은 실수는 0 뿐이다. 

D. 정의 2 차풀이가 그 자신과 갈은 실수는 1 뿐이다. 

2. m , n 이 옹근수이면 x 2 +10 mx + 5« + 3 = 0 과 ᄌ 2 + \Omx + 5 n -2> = 0 

은 반드시 ( ) 이 다. 

A. 적어도 한개의 방정식이 옹근수풀이를 가진다. 

B. 모두 옹근수풀이를 가지지 않는다. 

C. 한개의 방정식만 옹근수풀이를 가전다. 

D. 모두 옹근수풀이를 가전다. 

3. 5 + ^/ y 의 소수부가 a ， 5 — A / y 의 소수부가 간이면 ab + 5 b = _ 
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4. 포물선 少 = ax 2 +&t + c 의 정점 이 C 이고 포물선이 점 

를 지나고 jc 축과 두 점 A , 묘에서 사권다. 점 A 는 점 B 

4 SJ 

의 왼쪽에 있으며 포물선의 대 칭 축과 x 축은 점 D 에서 사권다. j ； 
축의 정의 반축우에 한 점 N 이 있고 AAON 과 ACAD 가 서로 닮 
았다고 할 때 점 N 의 자리표를 구하여 라. 

5. 다음 방정식을 풀어 라. 

1) |x —1| — | x | + 3 |x —1| — 2 |x — 2| = x + 2 

2) (2 a + b\x + a ) + [a + 2 b\x + b ) = 2( a , b 는 실수) 

+ ) 나 = 10 

xy + yz + zx = 31 4) 

xyz = 30 



x + y-\-l y + z + 1 z + x 

flog 2 ᄌ _ log 2 少 + log 2 (y +1) = 1 + log 2 


6. 인수분해하여 라. 

1) x 10 + jc 5 +1 2) x 2 - 3 x + 2 xy + y 2 - 3 y + 40 

3) (ᄌ 2 + + 6)( ᄌ 2 + 7 ᄌ + 6)- 3ᄌ 2 

ᄀ VTo + V2 V10-V2 , 2 ， 

7. x = --- , y = --——•일 때 x +xy + y 및 

• X 3 +义 2 少+ 义少 2 + 少 3 의 값을 구하여 라. 

8. \[금 + \ f 玄 + \[든 = 0 일 때 (a + 公 + c) 3 = 27幻必 c ■ 임 을 증명 하여 라. 
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3. 삼각식과 삼각함수 


1) 문제풀이방법 

례 1. P = jcos-^ {k g Z)|, Q = {sin 오〜 - n{n g Z)| 일 
Q 의 관계를 말하여라. 

( 풀이 ) k = 6n {neZ) f cos^- = cos2n7r = 1 

k = 6n-\-l(neZ), cos 능 = cos ^2/2^-+ = 승 

k = 6n + 2 g Z), cos —= cos^2wtt + —= —— 
k = 6n-\- 3 (neZ) f cos 등 = cos(2«;z* + ;r)=-1 

k = 6n4 (neZ) f cos 충 = cc<2«;r + 두 ) =-| 

k = 6 n + 5 ( neZ ) 9 cos — = cosf 2 nn + —1 = — 


P ={ — 1, — — , — , 1}, Q 미一 1, — — , — , 1} 
2 2 2 2 

... P = Q 

례 2. tana = 2 일 때 다음 식의 값을 구하여 라. 

1) sin a cos a 2) (sin a + cos a) 2 

3) 2sin 2 公 一 3sin 公 cosa -5cos 2 a 

( 풀이 ) 1) tma = ^^ = 2 
cos 公 

sina = 2cosa 

• 0 2 2 2 
sm 公 cos 公 = 2cos a = - r — = — 


2) (sinOr + cosOr) 2 =l + 2sinOrcosOr = - 


때 P 와 


3) 2 sin 2 a -3 sin a cos a -5 cos 2 a = 
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= (2tan^-3tan.-5). T -^ T - = 
례 3. 간단히 하여라. 


\ 

|l-sin 

[H 

|l-sin(;r + a) 

11 + sin ( 刀 '- 幻 ;) 

\ 1 + cos(^ + a) 



/l-sina j 

^1 + sina ] 

|l-cosa 

|l + cosa 

Vl + sina V 

1 - sin a J 

、 V1 + cos 公 

V1-cos 公。 


(\-sma 1 + sin 幻시广 1-cos 幻 ; 1-cos 幻 ;、! 


_ 4 sin a cos a _ [4 ( a 가 1， 3 사분구의 각 일 때) 

sin a cos a [-4 ( a 가 2, 4 사분구의 각 일 때) 

2) ’ 서쪽 1 식 =cos[« 刀 ■ + [| + a)] + cos[—-[* + ci;:j 

« 이 짝수 즉 n = 2m (m 은 옹근수)이 면 
주어진 식 = 

= cosj " 2mn + + all + cos [ 2mn - + all 


= 2cos|^— + aj 

« 이 홀수 즉 « = 2 w + l(w 은 옹근수)이 면 
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주어진 식 = 


= cos 2m n: + 刀 ■ + 1 — + a! + cos| 2mn + 刀 ■ - 1 — + a \ 


-2 cos — + a 

U J 


주어진 식 = 


2cos^ + aJ («。1 찍 ■ 午 ) 
-2cosf^- + a) [n°] 홀午 ) 


례 4. 다음 함수의 뜻구역을 구하여라. 


1) y = Vsinx + V25-x 2 


(풀이) 1) 


2) y = lg(tanx + 1) +V4sin 2 x-3 
[sin x > 0 
[25-x 2 >0 

[2k7r <x< {lk + \)7T *) 

|-5<x<5 

즉 소 = -1 일 때 *) 은 xe [-2^,-7 t \ 
소 = 0 일 때 *) 은 x e [0, n \ 

소 = 1 일 때 *) 은 ；ce \ ln , 2> tt \ 

Sn I I 、 


I 


따라서 뜻구역은 [-5, -^-] U [0, 시이다. 
x ^ — 4 - Jut (k g z ) 
tanx + 1 > 0 
4 sin 2 x -3>0 
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례 5. 


(■I) 


X ■ ᅧ : — + k7T {k G. Z) 


sinx > 곧 - 또는 sinjc < — 으 [ 
2 2 


따라서 함수의 뜻구역은 

요 2 뇨 + |, 2kn + yl U \ 2 k 7 r + 2A：^ + {k g Z) 


다음 함수의 뜻구역을 구하여라. 
ᅰ、 2sinx + l 
V y = 

3) y = 


smx-3 

tan 2 x +tanx-1 
tan 2 x +tanx + 1 
1) sin ᄌ'”- 3 기 = 2sinx + l 


2) j = lH-3cos 2 x + 4sinx 


sinx 


_l + 3y 

y ~ 2 

ii 

|sin 뇌:도 1’ 이므로 


y~ 2 \ 


~2~ y<2 


따라서 함수의 뜻구역 은 2) 이 다. 

2) y = I + 3^1 — sin 2 xj + 4sinx = —3^sin.x — —+-『 
sinx = ^ ■일 때 y = ^- f sinx = —1 일 때 y = -3 

따_라써 함수의 뜻子우은，卜3, 으ᅨ 이다. 

3) tanx = t {t g R) 라고 하면 

t 2 +t-\ 
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(y-l> 2 +(y-l> + (y + l) = 0 
少목 1 일 때 

D = (j;-l) 2 -4(> ； -lX^ + l)>0 
3 y 2 +2 y -5<0 


1에 

_y = l 일 때 ( y - l > 2 +( y - l > + ( 少 + 1)=0 은 풀이를 가 
진 다. 

따라서 함수의 뜻구역은 [一 1) 이다. 

례 6. 다음 함수의 주기를 구하여라. 

1) y = sin^V3^x ~^-7ix + yj 

시 . x 2x 

2) v = sin —+ cot —— 

5 7 

서-.. " 


(풀이) 1) y = sin 




T = 


In 



4 

2V3-V2 


= |(2 사서 


2) sin 즈의 주기는 프주 = 10及, cot 프 jc 의 주기는 % = -n 
5 l 7 2 2 

5 7 

따라서 10 ;r 와 Z;r 의 최 소공통배 수는 70 ;r 이 다. 

2 

T = 70^- 

HI 7. /( x ) 의 주기는 入⑴ 의 주기는 T 2 = qa 이 

다 . (夕, 당 는 자연수이 고 [ p , q ) = \, a 는 정 의 실수) 

1) pqct 는 함수 /( jc ^/ XjcK / Jjc ) 의 주기 라는것 을 증명 
하여 라. 
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2) 1) 을 리 용하여 /(ᅬ = sin 3^: + cos 5 :c 의 주기를 구하여라. 
(풀이) 1) /(x + pqa )= f x {x + pqa ) + f 2 {x + pqa ) 

= f l (x + qT 1 ) + f 2 {x + qT 2 ) 

= /iW + / 2 W 

따라서 pqa 는 함수 j = / ( 그 ;) 의 주기 이다. 

2) 네5.프， T 2 = 프 = 3.프 
1 3 15 2 5 15 

(3, 5) = 1 

따라서 /⑴의 주기는 5 .3.^ = 2고이다. 

례 8. log COSff cot a < log sinff tana 일 때 a 의 값범 위 를 구하여 라. 
(풀이) 안같기식이 성립하자면 


0 < cos 幻 ; < 1 
0 < sin a < 1 
tan a > 0 
cot a > 0 


lo §co 


cos a t sm 公 

, -— < ^gsina - 

sm 公 cos 公 


I 2k7r <a< 2k7r + y (A ： eZ) 

[l - logcosa Sin a < 1 - log— cos a 
0<cosa<l, 0<sina<l 이므로 로그함수의 성 질로부터 
logcosa sina >0 


따라서 웃식은 

{ liar <a< 2kn + — 

1 ogcosaSma> 


lo g cos « sina 


1 2 灰 7T < 幻 ? < 2 灰 TT + — 
2 

1 OgoosaSina；>l 
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례 9. 

( SOI ) 


2 k ,< a <2 k , + ^ 


sm 公 < cos 公 


... 2 kn <a < 2 k 7 r +1 ( 足 e Z ) 


. ( . 3 이 

. ( 3 이 

( . 3 이 

{ 비 

sm sm — | . 

1 B J 

, sm cos — , 

1 8 J 

, cos sm — , 

1 8 J 

, cos cos — 

1 SJ 


크기관계를 비교하여라. 

n ?>n n 

— < 一 < — 

3 8 2 

j^o, 

. 71 . 3tT . 7T . 

sin — < sin — < sin — = 1 
2 3 8 2 

n V3 n , ! „ = 7T .3 刀 : 刀 : 

— < — , —〉1 이므로 一< sm — < — 

4 2 3 4 8 3 

. 刀 : . ( . 3 刀 )! . 7T 

... sin — < sin sin — < sm — 

4 l 8 J 3 


V 3 


코기누스함수는 I 0, j ᅪ 에 서 감•소처、 EL 로 


sinf sin — 1 > — > cosf sin —) > — • 


식 ；■로부터 

n 3 jt 7r ^ 1 2>n . 

cos — > cos — > cos— 즉 — > cos — > 0 
3 8 2 2 8 

刀 ' li "= ■刀 "1 3^- . 고 

一〉一 이므로 一〉一〉 cos —> 0 ® 

6 2 6 2 8 
식 錄으로부터 
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v + 刀)] = cos(sin x ) 
막함수이 다. 



1 1까지 증가하 _ 
의 값은 1부터 
감소한다. 

子의 각일 때 함수 
1 -sinx 

: COSX -. - +! 

V l + sinx 

최대값，최소값을 극 
] sinx < 0, cosx > 

1 -sinx . 

cosx - + sin 

cosx 


1 - sin x -1 + cos x 



... x e \2 k 7 T -^ 2 k 7 Tj {k g Z) 

뜻구역으로부터 ^< cos[^jc + ^ j<l 

즉 ye (l, V2] 이므로 최대값은 yf2 이고 최소값은 없다 . 
함수의 주기 는 2 고 이다 . 

그라프는 그림 3 — 5 와 같다 . 



' ，、 

_2 느 0 

2 

■| ^ 2 tv >x 


폐 3-5 


례 12. 

(SOI) 


(l + tanl°)-(l + tan2°) …… (1 +tan44 °) 의 값을 구하여 라 . 


1 + tanA: 0 = tan45° +tanA:° = 


sin 45° 


sink 0 

cosk° 


_ sin(45O + A: 0 ) _ V2 sin(45° + Ar°) 
cos 45° cos k° cos k° 

주어진 식 = 


V2sin(45 0 + 1°) V2 sin(45° + 2°) V2 sin(45° + 44°) 
coslO cos 2° cos 44° 

2 22 -sin 46°-sin 47°•••••sin 89° 


cosl°-cos2°.cos 44° 

2 22 • sin(90° - 44°). sin(90° - 43°) …… sin(90° -1°) _ ^ 
cosl°-cos2°.cos 44° 


례 13. sin3a = 4sinasin(60°-a)sin(60° + a) 를 증명 하여 라 . 
sin3o; = 3sino; -4sin 3 a 




4 sin a - sin a —— -\-sina 
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= 4 sin a(sin 60° - sin a)(sin 60° + sin a ) 


= 16 sinasi <30° + |J 


I 30° - 티 cos 30° + -I sin 30° 」 


= 4 sin a sin (60° - a ) sin (60° + a ) 

례 14. 1) cos 10°. cos 30°. cos 50°. cos 70° 의 값을 구하여라. 
2) tan 7°- tanl 3°- tan 27°• tan 33°• tan 47°• 

• tan 53° • tan 67° • tan 73° • tan 87° = tan 63° 

를 증명하여라. 

(풀이) 1) 주어진 식 = 

= cos 30° • cos 10° • cos (60° -10。). cos (60° + 10 o ) 


= cos 30°"^ cos (3 xl 0°) = *. 


16 


2) 왼변 = 

= (tan 53。 • tan T • tan 73°) • (tan 47。 • ten 13° • tan 67。) • 
•(tan 33 °-tan 27 °-tan 87°) 

= tan (3 xlf - tan (3 x 1 아 • tan (3 x 2가 
= tan 21° • tan 39° • tan ( l 80° - 99°) 

= - tan (60° - 39°). tan 39° • 切 n (60° + 39。) 

= - tan (3 x 39 ) p = - tan (180°-63 o ) = tan 63° = 오른변 
례 15. sec ; 2 承:? 3 tsec 分 cosec 分를 리용하여 

cos ec 2 分 = cos ec 2 分 一 sec 2 0 
임을 증명하여라. 

( g 명) 조건으로부터 

1 2 


cos 2 分 
2 cos 2 分 


cos 分 sin 分 


즉 

cos 分 sin 分 

량변을 sin 20로 나누면 
1 _ 2 cos 2分 

sin 26 sin 26 cos 6 sin 6 


sin 2 0 cos 2 0 


cos 2 分 

sin 2 " cos 2 6 
cos ec 2 ^- sec 2 6 
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HI 16. sin a + sin yff + sin y - sin(a + /? + /) = 

. . a + B . B + r . a-\-r 

= 4 sin - — sin — 一一 —sin - — 

2 2 2 

임 을 증명 하여 라. 

( SS ) 왼변 = (sin Or + sin ") + [sin y 一 sin (公 + /? + /)] 

= 2sm C ^-cos C ^ + 2cos a + r + ^ + r sm r - a -^- r 
2 2 2 2 




우 


= 4 sin a + ^ sin 본土그 - sin 오른변 

2 2 2 

례 17. 다음 함수의 최대값과 최소값을 구하여라. 

1) 7 = C 0 S ᄌ+ 이<| +자 

ᄋ、 cosec 2 x-tan 2 x 

2) y = —— z - 2 - 

cot x +tan x-\ 

3) y = sinx + cosx + 2sinxcosx 

4) y = sin x cos 3 x 

( 풀이 ) 1) v = cosx + cos—cosx-sin—sinx 
3 3 

= - cos x — —— sin x = -\[3 cosf x + — 1 

2 2 l 6J 

| cosjc |<1 이므로 함수의 최대값은 V 3 , 최소값은 -^ 
이다. 

, 1 


2) J" 


cosec 2 ᄌ - tan 2 x 
cot 2 x +tan 2 x-1 


tan x 


--tan x 


tan 2 x 
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2 


따라서 tan 2 x- i = 0 일 때 기는 최대값 2 X 3- 1= 3 


즉 tan jc = —일 때 함수의 최대값은 _이고 


3) y - (sinx + cosx)+(sinx + cosx ) 2 - 


2 sin x + — + V 2 sin x + - 


= 2 sin x + — + 


세 


|_|<1 이므로 함수의 최대값은 1+ a / I ，최소값은 
L 이다. (여기서 1一上는 최소값이 아니다.) 


4) 량변을 2제곱하면 


1-sin x 1-sin x l-sin x 


. 2 1-sin x 1-sin x 1-sin x , ,,, , x 

sin 2 x 4 -- + - + - = 1 (상수) 

3 3 3 

이므로 sin 2 네 - Sm 义 일 때 少 2 은 최 대 값을 가진다. 


즉 sin 2 jc = ^ 일 때 少 2 의 최대값은 
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례 18. 


( SOI ) 


3 3 


즉 少 


= 土 3 # 


이다. 


년, 최볘 
16 16 
다음 함수들의 최대값，최소값을 구하여 라. 

1) y = a/3-x - Vx-1 

。、 ᄌ 2 x 2 t 

2) 少: , - - r + l 

1+? 

1) jc 가 취 함수 있는 값범위는 

x = 3 sin 2 e |"o, —11 


y = V3-3sin 2 0 - 나 3sin 2 0 -1 = V3 cos6> - V3 sin -1 

= V3V2sin^-^-l 


사 0 , i 측로 


厂사 즉 , = 0 일 때 

^x=V6-^-l = V3-l 


-~e = - 


i 즉야일 때 


少 min = _ V 3 - 1 

2) x 가 취 할수 있는 값범 위 가 JceR 이므로 


그: = tan 分 | 0 e 


刀， n ) 

_ Y ’ 2 J 

tan 分 2 tan 2 0 


Vl + tan 2 分 1 + tan 2 分 


- + 1 
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tan 分 1-tan 2 6 tan 分 1-tan 2 6 

— — — -| -=- 1 - 

、/l 4- tan 2 6 1 + tan 2 6 sec(9 1 + tan 2 6 

= sin 6 + cos 20 = sin 分 + l-2sin 2 Q 


20 - l 2 sin0+ h) + l 


卜〜 


sin 分 = 丄일 때 주어진 함수는 최대값 丄을 가지고 최소 

4 8 

값은 없다. 

례 19. 변의 길이가 a 인 바른4각형 ABCD 가 있다. 묘는 BC 의 한 

점이고 BE=-, 표는 DC 의 연장선의 한 점이고 CF= 쓰이 
3 2 

다. AE 와 BF 가 사귀는 점을 G 라고 할 때 G 는 바른4각형 
ABCD 의 외 접 원둘레 에 놓인 다는것 을 증명하여 라. 

(gS) ZAEB=a_、CBF=，，ZAGB= 6> [^0 < ^ < 


직3각형 ABE 에서 



tan 6 = tan(a - P) = - 스「 

1 + 3 •- 

2 



4 


한편 ZACB=^ 이므로 G 는 활등 요급에 있다. 

4 
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례 20. ᅀ ABC 에서 AB =2, AC = S ， 


이 다. 점 A 를 지나며，. 

4 

안으로 직선을 긋고 Saabd =Saaec 
되게 B , C 에서 그 직선에 수직선을 
그어 밑점을 D , E 라고 하자. 점 A 

를 지나며 AD 와 각즈를 이루는 

4 


A 



직선을 AD 에 관하여 AB 와 같은쪽 

에 긋고 B 에서 그 직선에 수직선을 그어 그 밑점을 F 라고 


할 때 


1) Saafb 와 Saabd 의 비를 구하여 라. 

2) DF 의 길이를 구하여라. 


(풀이) 1)^ A = — , ZFAD = — 이므로 
4 4 

，.- r y / CAD = ZBAF = a 
직3각형 BAF 와 직3각형 CAE 에서 

AF = AB-cosa , AE = AC*cosa 
Saafb : Saabd = Saafb : Saaec 


= -. AB . AF . sin «：-. AC - AE . sin « 


= 2 • AF ： V 3 AE 
= 2-2 cos a : V 3 • V 3 cos a =4:3 


2) 네 점 A , F , B , D 가 한 원둘레에 있으므로 이 원의 직 
경 은 AB 이 다. 점 D , 묘를 맺 으면 시 누스정 리 에 의하여 


례 21. 


DF = V 2 
ᅀ ABC 에 서 


A 

a + c = 2 b cos —— 

2 

m 

c 2 = a{a + b ) 

m 


일 때 a , 氏 c 의 크기순서를 정하 S 소 A 의 값을 구하여 라. 
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(풀이) 식 優)로부터 

c 2 - a 2 = ab 

코시누스정리와 c 2 - a 2 = 2公 cxosA - 公 2 으로부터 
a 公 = 2公 c cos A — 公 2 

즉 a = 2 ccosA - 公 (*) 

식 (*) 에 의 하여 公 = ccosA + acosC 를 갈아넣 으면 
a = 2 c cos A - (c cos A + a cos C ) 

= ccosA-«cosC 


시누스정리 


「에 의하여 웃식_은 


sin A sin C 
sin A = sinC - cosA — sinA - cosC=sin ( C — A ) 
식 (象로부터 c〉a 
:. 180° > C>A 
식 .으로부터 A = C-A 즉 

C = 2 A , B =180°-3 A 
삭 _ 올 변형 하면 

A 

sinA + sin 2 A =2 sin (180° — 3 A ) cos 一 
2 


A 3 A 3 A A 

즉 2 sin 3 A - cos — =2-2 sin —— cos — cos — 
2 2 2 2 
3 A A 'A 

sin —— cos —굴 0 이므로 l = 2_ cos ——이고 
2 2 2 


3 A 


60 o 


A =40°, C =80°, B = 180°-120° = 60° 
a : b : c = sin 40° : sin 60° : sin 80° 

따라서 a , 6, c 의 크기관계는 a < Z ?< c 이다. 
'建 A = 40° 


③ 


2) 련습문제 
- 선택문제 

각 "의 시 작변과 JC 축의 정 의 반축이 일 치 하고 끝변은 점 
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P (-4 八 30 UeR , 냐 0) 를 지 난다고 하면 2 sin 分 +cos 分의 값 
은 ( )이다. 

A . — B . ~ — C . — 1 (? > 0) 또는 1 (, < 0) 

D . | (，> 0) 다 -| (，< 0) 

„ k 刀: 卜 다、 sin 幻; + tan 幻; n , 

2. a 半 —— ( A : e Z ) , M = -일 때 M 의 값은 ( 

2 cos 幻; + cot 幻; 

A . 부값 B . 부 아닌 값 C . 정수값 

D . 정일수도 있고 부일수도 있다. 

3. /( cosx ) = sin 2 x 때 /( sinx ) 는 ( )와 같다. 

A . sin 2 x B . cos 2 x C . — cos 2 x D . 

4. 쁘 < a < 네 때 유一 cos 나一비 의 값은 ( ) 이다. 

2 V 2 

a a D . cc a ^ . a 

A . cos — B . sm — C . — cos — D . ± sm — 

2 2 2 2 

5. 함수 야11녀 + |(페| 의 값구역 은 ( ) 이 다. 

A . [-1, 幻 B . [1, V 2 ] C . [-2, 2 J D . (0， 2) 

6. 다음 세 가지 조건 

1 ) 때 |: o , £卜ᅬ 하 

2) 주기는 71 

3) 짝함수 

를 만족하는것은 ( ) 이 다. 

A . y = tmx B . y = \ 0~ cosx c. y = sin | x | D . y = | sinx | 

7. tan 100° = a 일 때 cos 20° 의 값은 ( ) 이 다. 



8. 2a + /? = ;z ■ 일 때 少 = cos"-6sina 의 최대값과 최소값은 ( )이다. 
A . 少최대 = 7 , 少최소 = _ᄊ B . 少최대 =5, 少최소 =_ᄊ 

C - 少최대 =7，少최소 = 5 D . 少최대 =7，少최소 = -5 
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빈칸재우기문제 


9. 함수 少 = ▽cotxcosecx 의 뜻구역 은 _ 

사 ” 乂 cos 3 ᄌ一 cos ᄌ 시 

10. 함수 少 =-의 값구역은 _ 

COSX 

11. 함수 少 = cos4 x-sin 4 ^: 의 주기는_ 

12. 함수 기 = 안11义 + 008^：=쇼안11(ᄌ +。)에서 


함수 기 = 8111；(： + 008：1：=：3안11(우+ 公)에서 

B= _ (B< 0 ) , a =_ (0 < a < Tc ) 

(n ^ (n ^ 

13. tanx +tan - x +tanx-tan - x =_ 

U J U J — 

- 해답문제 

14. 다음 같기식을 증명하여 라. 

1 + tan 2 x _ (l- tan:) 2 
1 + cot 2 x (l-cotx) 2 

15. 다음 식을 간단히 하여 라. 

Vl-2sinl0 o cosl0° 
coslO°-Vl -cos 2 170° 

16. 다음 함수의 주기를 구하여 라. 

1) y = sin 6 x +cos 6 x 

2) y = tan — --—— 

4 . x 


내 ᄊ 刀■ 刀" 3刀" . (37 T ) 5 [ 71 

4 4 ’ 4 ^ 4 J 13 U 

때 sin(x + j；) 의 값을 구하여라. 

18 . sin A + sin 3 A + sin 5 A = a ， cos A + cos 3 A + cos 5 A = Z ? 일 
의 식을 증명하여라. 


1) 6 굳 0일 때 tan 3 A = — 
公 


2) (l + 2 cos 2 A) 2 = 



19. /( x ) = cos 2 义 + 2 m sin 2 m -2 < 0, 0 < x < yj 이 다. 

1) X 가 어 떤 값일 때 f { x)A 최 대 값을 가지 겠는가? 

2) /( jc ) 의 값이 늘 0보다 작으면 m 이 취 할수 있는 값범위는 얼 
마인가? 

20. 함수 /(ᄌ)=2«^11 2 义一2가/궁公^11；«:(셰 + « + 스의 뜻구역은 

값구역 I t 一5， 1] 일 때 상수 a , 스를 구하여 라. 

21. 수표를 리용하지 말고 다음의 값을 구하여 라. 

1) sin 2 43°+ cos 2 73° + sin 43° cos 73° 


3) 자체시험문제 
- 선택문제 

1 . P = |cos ^- (m e Z )| , Q 

관계는 ( ) 이다. 

A . P〔Q B . P=)Q 

2. 함수 y = 3 sin ^2 x + yj ^ 그라프는 少 = 3 sin 2 x 의 그라프를 다음 

과 같이 평행이동하여 얻는다. 이때 정확한것은 ( ) 이다. 

A . 오른쪽으로 |만큼 평행이동 

B . 왼쪽으로 f 만큼 평행이동 

C . 오른쪽으로 즈만큼 평행이동 

6 

D . 왼쪽으로 즈만큼 평행이동 

6 

3. 少 = Asin(&K +。) 가 한주기 안에서 x = f 일 때 최대값 2를 가지고 


| sin ^~ 3 ^ (n e Z )| ^ 때 P 와 Q 외 
C . P = Q D . PDQ =0 
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•x = 0 일 때 최소값 一 2 를 가진다면 함수의 식은 반드시 ( ) 이다. 




A . y — 2 sin ^ B . j ; = 2 sin ^^ + y j 

C . ^ = 2 sin [ y - f ] D . 厂— 2 sin [ 능- £) 

4. 다음 안같기식가운데서 정확한것은 ( ) 이다. 

A . sin 3 < cot (— 3) < cos 3 B . cos 3 < sin 3 < cot ( — 3) 

C . cot (— 3) < cos 3< sin 3 D . cot (— 3) < sin 3< cos 3 

- 빈칸재우기문제 

5 . 각 여의 끝변의 한 점 근의 자리표가 (、一 t , 20( 너 0) 일 때 

sin a tan a sec 여 의 값은 _이 다. 

6. = cot : c - tan :^ 의 주기는_이다. 

7. 함수 >； = 나내 11 2 义 +야 + l ) tan ; c - V 꿍의 뜻구역은 _이 다. 

8. 함수 少 = 5 cos 2 x + 6 sinxcos:c + sin 2 义의 값구역은 _이다. 

- 해답문제 

9. sinA = Z ? sinB , a tanA = tanBqa | 굳 1) 일 때 sinA 의 값을 구하여 라. 

10. 함수 ^ = | cos ^ c - sin ^:| (x g [-1, 1]) 의 그라프를 그려 라. 

11. 함수 y = smxcosx 의 최대값과 그 최대값을 취할 때 ；c 의 

1 + sinx + cosx 
값을 구하여라. 
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4. 거꿀삼각함수와 삼각방정식 


1) 문제풀이방법 

례 1. 다음의 식들가운데서 의미를 가지지 않는것은 ( ) 이다. 


A . 

. n 
arcsin —— 

B . 

arctan — 


4 


2 

C . 

刀， 

arccos — 

3 

D . 

arccotO 

(풀이) c 





arccos JC 의 뜻구역 은 [一 1， 1] 이 다. 그런데 


P 1 이므로 


아 거 뼤 K 

례 2. 다음 식들의 값을 계산하여라. 


1) sin (arcsin — ) 
2 

3) arcsin (sin — ) 


2) cos (arccos - ) (ci〉0) 

2 a 

4) arcsin (cos —) 


\4-7T 

5) arctan(cot - ) 

5 

7) arcsin ( sinlO ) 

(풀이) 1) e [- l , 1] 이므로 


6) arccos ( cos 8) 


sin (arcsin —— ) 




2) a 2 +12 2a (a >0) 이므로 > 1 

2a 

따라서 a = l 일 때 a 시 >1, cos (arccos a + S 은 존 
2a 2a 

재하지 않는다. 

3) arcsin (sin — ) = arcsin [sin {n + —) ] 
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m(—sin —) 

5 

2;r In 
(sm —— ) = — —— 


= — arcsm 

4) arcsin(cos — ) = arcsin[sin( — —— —)] 

7 2 7 

=arcsin [sin (-— )] = - — 

14 14 

14穴" 14 穴' 

5) arctan (cot - ) = arctan [cot ( - Ire) ] 


arctan (cot 
arctan [tan 


4 片、 i T 니冗 3^-.. 

—— ) = arctan Lcot (— + —— ) 」 

5 2 10 

(令=-| 


6) arccos(cos8) =arccos[cos(8 — 2n)~\ =8 — In 

7) arcsin (sinlO) = arcsin [sin (3^ —10)] = 2>n —10 


• 3. ，，•사: ■ 눈，卜 j 거 물 함수를 여 러 打지 방법 으로 

풀어 라 . 

( 풀이 ) 이 문제는 3 가지 방법으로 풀수 있다 . 

1) 단위 원법(그림 4-1) 

arcsin 네 :- 증:， ^ j( x g [0, 1])。1 므모 



^림 4-1 


2 
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례 4. 


( SOI ) 


少 = 刀 '-arcsinx 의 그라 프를 엄는다 . 

이것은 ，= si njc 외 는, 붓] 에서의 거끌•힘•수의 그과 

이다 . 

다음의 값들을 계산하여라 . 

1) sin ( — arccos - ) 

2 8 

2) sin (2arctan — ) + cos (arctan 2^3 ) 


1) — arccos - = a 라고 하면 
2 8 


cos a-— 公 e 0，: 


sin ( — arccos — ) = sin - 


= V7 


2) arctan ^ = a ， arctan 2 V 弓" = P 라고 하면 

tan a = 승 ， tan P = 2V3 [a, P e (0, 

n 1 Vl3 
cos B = , = = - 

▽tan 2 p + \ 13 

sin (2arctan ) + cos (arctan 2^3 ) = sin 2a +cos P 

2 tan a n 

= - ； — + cos [5 

1 + tan a 
2 _ 

_ 3 , Vl3 _39 + 5Vl3 

~ W ~ 一 65 一 


4 
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례 5. 함수 少 =cos(2arcsini)+2sin(arcsini) 의 최 대값과 최소 
값을 구하여라. 

(풀이) arcsinx = 公 라고 하면 sina = x 



... y = cos (2arcsin x ) + 2sin(arcsin x ) 
= cos 2a-\-2sina 
= l-2sin 2 a-\-2sina 


-2x 2 +2x + 1 


= _ 2 [ 세 + y 

때 =f 

;c = _l 일 때 少최소 ^-3 
례 6. 크기를 비교하여라. 

1) arcsin x arccos x 

2) arccos (1 - 와 arccos 2x 


O0[) 1) arcsin x — arccos x = arcsin x — (— — arcsin x ) 

2 


V2 < 


2arcsinx-->0^arcsinx>-^ - <^<1 




2arcsin x — — =0 즉 arcsin a: = _ 일 때 x 

2 4 2 


V2 


2arCSin ；c — y <0 즉 arcsi 야 일 때 -1^< 2 


此 


—— < :\ : < 1 일 때 arcsin x > arccos x 
2 



-l<x< —— 일 때 arcsin x < arccosx 
2 

2) 먼저 두 식이 의미를 가지는 x 의 값들을 고찰하자 . 
r f0<x<2 


jzarccosA ： 는 뜻구역에서 감소함수로 되므로 
[\-x>2x 1 

\ 1 즉 0<jc<- 일 때 


s (l - x) < arccos 2x 


s(l-x)= arccos 2x 


< 1 즉一 <i < 一일 때 

[0<x< - 3 2 

arccos (1 - 그 :)〉 arccos 2x 
1 _ x 

례 7. 함수 y = arctanx + arctan —— _ 가 주어 졌 다 . 이 함수의 뜻구 
1 + x 

역과 값구역을 구하여라 . 

( 풀이 ) 뜻구역은 义농 -1 인 모든 실수 즉 


= 1 (- 刀 ■ < < 刀') 


또는 기 = 스 즉 값구역은 ' 
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례 8. 1) arcsin I+ arcsin-^ 


2) arccos 


-arccos-^^^ ， He>. 


( 풀이 ) 1) arcsin — = a ， arcsin 一 = B 라고 하면 

하、-,… 5 17 

. 3 . „ 15 , f 刀■ 刀)! ᄀ f 刀■ 刀)! 

sin a = — , sm b = — 이 고 a e \ — \, p e \ — 

5 17 U 2/ ^ {3 2 J 


있 다 . 


4 8 

cos or = —， cos B = 一 를 구 할수 

5 17 


sin (arcsin — + arcsin — )= sin (a + ^) 

= sin a cos 分 + cos a sin 分 

3 7 4 15 84 

= — x - 1 —— x — = 一 

5 18 5 17 85 

이므로 


• OC P E： , 7T j 

arcsin^ + arcsin^^-arcsin^ 
5 17 85 

2) 왼변에 코시누스를 취하면 


厂 - ill 丄 - 1 

[-元 J’7+1^ 7~~2 
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arccos - > arccos— 이므로 

l 14 7 


arccos -- arccos — g 


arccos -- arccos — = arccos— 


^ arccos -- arccos — = - 


례 9. 다음 삼각방정 식 을 풀어 라 . 


4) cot x + 2v2 = 3 


( 풀이 ) 1) 2sin 2 ;c-l = 0 에 대 하여 


를 얻는다 . 풀이모임은 


= 足刀’ + 구 (a ： ^z)> 


따라서 풀이모임은 


= 7k 穴 : Z)>U {x\x = 2kn: {k g Z)} 


U {x\x = {lk + \)k {k g Z)}|J \ x\x = 2kn - — (、k e 
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3 ) 


=4 


를 얻는다 . 


X = 3k7T±- + - 
2 4 

따라서 풀이모임은 


|x|x = 3k 刀 : + 뉴 (A: e Z)| U | J = ^kn - 네 

4) cot 2 jc +2 上 = 3 으로부터 

cotx = ±{^2 - 1) 

을 엄는다 . 

r 다리•서 ■풀。1」£임 은 ， jxL = A ：^± #( A : eZ )} 이 다. 


례 10. 방정식 2sin2x-3cos 2 义 = a-1 이 모두 실수풀이를 가지는 
실수 a 의 값범위를 구하여라 . 

( 풀이 ) 먼 저 방정 식 을 변형하면 

(a-l)sin 2 x-4sinxcosx + (a + 2)cos 2 x = 0 
(a - l)tan 2 x -4tanx + (a+ 2)=0 
tan jc e R 이 므로 

D=16-4(a-lXa + 2)>0 
즉 a 2 +a-6<0 
풀이는 -3<a<2 
풀이 ) 주어진 방정식을 변형하면 


4sin2x-3 • cos 2x = 2a + l 


5 sin(2x -tp) = 2a + l 
sin(2x -(p) = ~Y~ 
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방정식은 실수풀이를 가지므로 



풀이는 一 3<a<2 이다 . 

례 11 . a 목 0 이 고 |a| 푠 1 일 때 방정 식 

asin 2 x-(a 2 + l)-sinx + a = 0 
은 [0, 2 고)에서 두개의 풀이를 가진다는것을 증명하고 그 
풀이들을 구하여라 . 

( 풀이 ) 주어진 방정식을 

(a sin x - l)(sin x-a) = 0 
으로 변형하면 

sin x = a 또■는 sin x = — (a ^ 0) 

公 

을 얻는다 . 

|a|<l 일 때 sinx = a 는 풀이를 가지며 sinx = i 은 풀이를 

가지지 않는다 . [0, 2 고)에서 0<a<l 이면 
x l = arcsin a, x 2 =n- arcsin a 
_l<a<0 이면 

x x =n- arcsin a, x 2 = 2 刀 ■ + arcsin a 
|a| > 1 이 면 sin jc = a 는 풀이 를 가지 지 않으며 siru: = 丄 은 풀 
이를 가전다 . [0, 2 모)에서 a>l 이면 


X, = arcsm 一 , x 7 = 71 - arcsin — 
a 公 

a<_l 이 면 

x x =n- arcsin — , x 2 =2n + arcsin — 
a a 

a 농 0 이고 1«| 농 1 일 때 방정식은 [0, 2;r) 에서 두개의 풀이 
를 가진다 . 

례 12. 방정식 sinx + cosx + sinx.cosx-l = 0 을 풀어 라 . 

( 풀이 ) 이 방정 식 의 상수마디 가 1 로 되 면 인수분해할수 있 다 . 그러 
나 一 1 이면 인수분해할수 없으므로 변수대 입 법을 리용한다 . 
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sin x + cos x = t f sinx- cos x = - 


, 2 + 2, - 3 = 0, {t 4- 3)(, -1) = 0 
... 네, t =-3 

즉 sinx + cosx = 1 또는 sinx + cos:\: = -3 ( 버 린 다. ) 


그■러면 V2sin x + - 


4J 

sinf x + - 


=71 


... x + — = 2kn + — 또는 x + — = 2kn + — 

4 4 4 4 

방정 식 의 풀이 는 Xj = 2kn , x 2 = 2k7r + ^-(k e Z) 

례 13. 다음 방정식들을 풀어 라. 

1) cos(lgx) = sin(lgVx) 2) log cos2x sin2x = 1 
(풀이) 1) lgJC 이 라고 하면 


l-2sin 2 — = sin — 


28111 2 +Sin 2- 1 = ° 


I 2sin--lll sin- + ll = 0 


sini = i 또는 sin- = -l 
2 2 2 

— = 2k 刀: + — , Ik 刀: + — 또는 2Att — — 
2 6 6 2 

t = 4A：^- + y, AkK + ^- 또는 Akn-n 



1()4뇨 + * 또는 10여 또는 10 (44_1) " (k e Z ) 

2) 주어진 방정식을 다음과 같이 고칠수 있다. 
fsin2x > 0 ftan2x = 1 

<cos2x > 0, cos2x ^ 1 => i ( 7 t\ 

I |2x g 2kn, 2k 穴 : + — 

[sin 2x = cos 2x [ y 2) 

kn n 
x = —— + —— 

2 8 


i 


주어진 방정식의 풀이는 
nn n ( 

x = + V G Z ' 


표 


례 14. 1) 언11쇼一(：03八계- (：0310° — ᄊ5 언1110 0 를 만족시 키 는 최 


소의 뾰족각 A 의 값을 구하여 라. 
asmx + b acosx + 6 


2) 방정식 


( afefO ) 을 풀어라. 


bcosx + a bsmx + a 
( 풀이 ) 1) 주어진 방정식의 왼변을 

V2 sin(A - 45°) = V2 cos[90 o + (45° - A)] 

= V2cos(l35°-A) 

로 변형하고 오른 변을 

V 향 cos 10° -^sinlO°j = V2 cos(10° + 60°) 
= V2cos70° 

로 변형한다 . 

cos(135°-A) = cos70° 

135°-A = ±70°, A=65° 또는 205° 
A=65° 는 최 소의 뾰족각이다 . 

2) 방정 식 을 변형하면 

(a sin x + b){b sinx + a) = (b cos x + a\a cos x + b) 
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公公 sin 2 x +(a 2 + 公 2 ) sin ᄌ + 公公 = 公公 cos 2 ᄌ 

+ (a 2 + 公 2 ) cosx + a 公 

(sin x - cos x)[a 2 -\-b 2 + a6(sin x + cosx)] =0 

이 로부터 sinx-cosx = 0 , tanx = 1, x = k7i + ~ 

4 

a 2 +b 2 

sinx + cosx = - 

ab 

a 2 + 公 2 > lab, ab 수 0 이 므로 

-스斗 2 

ab | 

따라서 이 방정식의 풀이는 없다 . 

따라서 주어진 방정식의 풀이는 X = k7T + ^(kGZ) 

2) 련습문제 


1. 다음 식들의 값을 구하여 라 . 


1) 

arccotO + arccot (— 1 ) 

2) 

arctanO + arctan ( — ] 

3) 

arcsin (sin — ) 

4) 

arccos [cos ( — — ) ] 


3 


5 


13 穴" 、 
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5) 

arccos (sin - ) 

6) 

arctan (cot — ) 


10 


3 


2. 거물삼각함수를 리용하여 다음 조건에 맞는 각을 구하여 라 . 


1) sinx = - ( 

— <X<7z\ 

2) sinx = -— I 

( 3 刀시 

3 l 

2 

3) cos x = — 

、2 J 

f- — <x<0 

4 1 

I 4) cosx = 

ᄂ 2 J 

:| 에 <f 

3 

5) tanx = ^ 

{ 2 , 

1 3 

6) cotx = — I 
2 1 




3. 다음 함수들의 뜻구역과 값구역을 구하여 라 . 
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2) 기 


3x 



3) y =3arctan — 


4) y = 2arcsin (3-2x)+- 


5) = — arccos ^4-x 2 6) = 

7) y = Varcsinx 8) j = 

4. 다음 식들의 값을 구하여 라 . 

1) sin(2arcsin-) 

5 
2 

3) cos(2arccos—) 

3 

5) sin (arcsin — + arccos — ) 

4 4 

7) tan(arctan— +arctan-) 

6 8 

5. 다음 함수들의 거물함수를 구하여 라 . 


varctanx 


2) sin ( — arcsin — ) 

2 5 

4) cos ( — arccos — ) 

6)cos( L s ， I arccos ^ 

7 11 


1) = — arcsin4 x 

6. 다음 식들을 증명하여 라 . 

5 ᅩ . 12 모 
1 ) arccos —— + arcsm —— = — 

13 13 2 


2) y = ^ + arctan — 


2) arccos 

3) 2arctan— +arctan 

5 

4) cos (2arctan x) 


2" V6+1 k 

— -arccos —— p^ = — 
3 2S 6 


32 

arctan —— 

4 43 


1 + jc 2 

6) 2arcsin x = arccos (1 - 2x 2 ) (|x| < 1) 
다음 방정식들을 풀어라 . 

1) sin2i =cos2i — 4sin 2 :\: 牛 1 

2) 2sin 2 x + cos 2 x =4 — 5sin x cos x 

3) 8sin 2 x +3sinx —4 = 0 


5) cos( — arccos x) = . 

2 \ 
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4) . S ^ n - V2cosfx-—1 = l + 2sinxcosx 

sinx + cosx 느 4 J 

5) tan(x + ^) (cos2x — — )=sin2x 

_ _3 

6) Vl + sinx - Vl-sinx = 2cosx 


3) 자체시험문제 
- 선택문제 

다음 식에서 뾰족각은 ( ) 이다. 

A r t In 、' 2n 

A. arccos Lcos (—]-)」= --— 


B. arctan(cot x) = x 



C. sin(arcsin —) = — D. arcsin(sin —) = sin(arcsin — ) 

3 3 4 4 

2. 구간 ᄐ一ᄉ , ᅪ 에 서 함수 少 = jc 와 갈은 함수는 ( ) 이 다 . 

A. 少 =arccos(cos:r) B. y = arcsin (sin x) 

C. y = sin (arcsin x ) D. y =cos(arccosx) 

3. 함수 ;；= arcsin (tan 시 의 뜻구역 은 ( ) 이 다 . 


A. B. kn- n -<,<kn + n -{k,Z) 


C. k7T + 7 ^<X<{k + \)7T (k&z) 

D. 2kK--<x<2k7r + - ik&Z) 

4 4 V 1 

4. 다음 모임에서 방정식 sinx=sin_ 의 풀이모임이 아닌것은 ( ) 이다. 

A. |» = kjr + {- i) k y (A ： e Z)| 

B. |||^= kn + (- 1, 무 {k e Z)| 
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C. {■ =kn: + {- 1)^ arcsin 충 : [k e Z)| 

D. = 2Att + — i-c" x = 2Att + —^— {k g Z)| 

5. a =arcsin 厂 - 士 ), b =arctan(-V 2 ), c =arccos 厂 - 옹 ) 사 0 1 의 크 

기관계는 ( ) 이다 . 

A. a<b<c B. a<c<b C. b <a <c D. b < c < a 

6. arcsin(cos2) 는 ( ) 와 같다 . 


A. n-2 B. 2-n C. --2 D. 2- — 

2 2 

7 . arctan x < arccot x 의 풀 이 모임 은 ( J 이 다 . 

A. [ 중 , + 00 ) B. (- 00 , l) C. (l, + oo) D. (- 00 , O) 

8. arccos 义 > 1 이 면 x 의 값범 위 는 ( ) 이 다 . 

A. [-1, cosl) B. [-1, 0) C. (0, 1] D. (cosl, 1] 

9. 방정식 sin;c+cos jc = 灰가 [0 ， 기에서 두개의 풀이를 가지면 k 

의 값범위는 ( ) 이다 . _ 

A. -V2 <A：< V2 B. -\<k<^2 

C. 0<A ： <V2 D. 1<A ： <V2 

10. 기 = (arcsin 义 ) 2 +4arcsin+4 의 최소값은 ( ) 이다 . 

A. 0 B. 1 C. — + 2k + A D. --27T + A 
4 4 

- 해답문제 

11. 1) 0 《 义 < 1 일 때 y = arcsin y/l-x + arcsinVx 를 구하여 라 . 

2) ;c 푠 0 이면 少 = arctanjt-arccot 丄을 계산하여 라 . 

•X 

3) 방정식 sin5x+sin;c =3cos2x 를 풀어 라 . 

12. 함수 기 = arcsin(x 2 ■•ᅪ의 뜻구역 과 값구역 을 구하여 라 . 

13. 방정식 sin 4 ;t-2cos 2 ;t + a 2 =0 이 풀이를 가질 때 a 의 값을 구 
하고 방정식의 풀이를 구하여 라 . 
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5. 안같기식 


1) 문제풀이방법 


례 1. 에 관한 안같기식 

3(a + l)x - 3 > lax - 3a 

를 풀어 라 . 

( 풀이 ) 보조변수가 들어간 안같기식을 풀 때 에는 안같기식의 기본 
성질에 따라 풀이의 범위를 고찰하여야 한다 . 

주어 진 안같기 식 을 변형하면 

(a + 3)x > 3(1 - a) 

■ a > -3 ^ 띠 ! 풀 。1 王임 은 |jc|jc > 

② a = -3 일 때 0•: c 〉 12( 모순 ) xe0 

© a < -3 ^ 따 1 풀。온 {+< 的 : 우 ) } 

례 2 . jc 에 관한 안같기 식 

2x 2 +mx + 2 > 0 

을 풀어 라 . 

( 풀이 ) 한변수 2 차안같기식의 풀이는 한변수 2 차방정식의 풀이를 구 
하는것으로 엄을수 있다 . 

D = m 2 — 4.2.2>0 일 때 즉 m>4 또는 m < -4 일 때 방 
정식 2jc 2 + toc + 2 = 0 은 두개의 풀이 

- m ±、/ m 2 -16 
시 = 4 


를 가전다 . 

必 m = ±4 일 때 주어 진 안같기 식 의 풀이 모임 은 



g) m>4 또는 m< 나 ■ 일 때 주어진 안같기식의 풀이모임은 
- m + 、 lm 2 -16 | | -m-y]m 2 -16 

- 4 J I 4 J 

■ 느 4<w<4 일 때 풀이 모임은 {^|x g r} 
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풀이모임을 가지지 않는다. 

1 다라써 ^^4 인「갈이식■의 풀이은 | x | jc > -||°1 4. 

례 5. 안같기식 ▽lgx-l < 3-lg;c 를 풀어 라. 

(풀이) 무리안같기 식 은 련 립 안같기 식 으로 만들어 풀이 를 구한다. 

주어진 안같기식은 
[lgx-l>0 fx>10 

j3-lgx > 0 =^> j x < 1000 

[lgx-1 < (3-lgx) 2 [lg 2 x-71gx + 10> 0 
[jc>10 

니 jc<1000 

ᄂ <100 또는 jc >10 5 

따라서 주어 진 안같기 식의 풀이 모임은 (x|lO < jc > 10이이 다. 

nV 0S3l0gi ^ 2 "9 

례 6. 안같기식 ^ 5 <1을 풀어 라. 


(■) 0년서비하에 해에 ᅬ하여 


log 3 lo gi ^ 2 - 7 |>0 
로 로그함2 

log 사 


이 고 :3>1이 므로 로그함수의 성질에 의 하여 

4V , 


또는 x< - 2 i 


따라서 안같기식의 풀이모임은 



례 7. 안같기 식 |1^|^" 7 " +3 < 1 (JC 농 1) 을 풀어 라. 

(풀이) 주어진 방정식은 

||冬—:1|<1 타 jk - 1 卜 1 

느 2 -7 jc + 3>0 丄ᄂ [2 x 2 -7 x + 3<0 
으로 변형할수 있 다. 즉 

|0< x <2 (x ^ 1) ᄄ ᄂ J 노〉2 또는 jc < 0 
[(2 x — l)(x — 3) 〉0 [(2 x — l)(x — 3) < 0 

따라서 주어진 안같기식의 풀이모임은 

0< jc<- 또는 2<x<3 
2 

례 8. a 〉 0, 公〉 0 ， c〉0 이고 a + 公 + c = l 일 때 
i} 

2) -x/4a +1 + V46 +1 + V4c +1 < 5 
임 을 증명하여 라. 

(^)1) 왼변 = = 드 . 쓰土드 . 으 ^> 

a b c a b c 

브^^^^^ ^ = 8= 오른변 
a b c 

안같기 4 ^- ij ^- i ^- ij >8^1 성립한 4 ᆻ 
2) 왼변 = "4 a + l + "4公 + 1 + V 4 c + 1 

= V (4 a + l )- l + V (4^ + l)-l + V (4 c + l)-l < 

4a+l+l 的 +1+1 4c+l+l 

< -+-+- 

2 2 2 

= 4 ( a + Z 나 c ) +6 = l 으 = 5 = 오른변 
2 2 

따라서 안같기식 V4a + 1 + 、 /4b + l + 、 /4c + l < 5 가 성립한다. 
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례 9. 1) 公〉6〉0일 때 


(a-b)-b 


임을 증명하여라. 
2) 公, 公，冬安 R + 일 때 


-+-+- > — 

公 +c c+a a+b 2 


임을 증명하여라. 


( Sg ) 1) 왼변 = a + 


= (a-b)-hb-\ 


(a-b)-b 


(a-b)-b 
a>b>0 1 a>b 이므로 

(幻卜 6)〉0 

•• 왼변 =(a 나 ) 


따라서 안같기식 


>3 


(a-b)-b - 
이 성립한다. 

2) 안같기 식 을 변형하여 

a . b , c t ^ 3 - 

-+ 1 +-+ 1 +-+ 1 > — + 3 

b+c c+a a+b 2 
이 성 립 한다는것을 증명하면 된다. 

u , a + b + c a + b + c a + b + c 
왼변 =_ . . 


b + c 
= (a + b + c 


.b+c a+c a+b) 


= U(a+b)+(b + c) + {a + c)]-[ 


> —*3 - \/(a 4 - b\b 4 - c\a + c) • 


公 +c a+c a+b) 

_3_ 

\l(a + b\b + c\a + c) 
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례 10. 


(■I) 


례 11. 


( g 명) 


따라서 안같기식 -^-+1+-^+1+-^+1> - 가 
公 +c c+a a+b 2 

성립 한다. 

즉 주어진 안같기식 一 1+— ^― +— ^>1 이 성립한다. 
b+c c+a a+b 2 


0< a < —일 때 
2 

A = 1 — a 2 , B=l + a 2 ， C = —-— 

1 — u 

사이의 크기를 비교하고 그 리유를 설명하여 라. 

0< a < 丄이므로 l - a 2 <l + a 2 즉 A<B 
2 

그리고 c-g 날‘- ( 1 니느 니나가 1 -시 
1 l-a 

번)_ 


1- 次 

_ a(a 2 -a 4 
l-a 


이므로 C>B 
... A<B<C 


1) 1 + 스 + 스 + … + ~^= > lUn + 1-1 
V2 S ‘ v 1 


2 ) — <-+- + ••• + — < 1 

2 n + l n + 2 2n 

을 증명하여라. 

1 1 1 

1) 


2yfk -Jk + 4k 4k + 、Jk + ' 

2( y[k + l - y [ k ) 


= 4 k + \~4 k 


… Tk 

왼변 = i + 


H 石 

> 2^\[2, — 14- yf3 — + V4 — ^3 + • •. +、"z +1 — V^) 
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= 2 (>《 n _ i )= 오른변 

따라서 주어진 안같기식 

, 1 1 1 

1 H — 1= H —-^= ᅥ -1— 1= 

V2 V3 yfn 

이 성립한다. 

— < —-— < — { n < k ) 

2 n n + k n 


> l{yln +1 - 


- 1 - 1 - 1 - > - 1 - 1 - 1 - = n - - — 

n + \ n + 2 2 n 2 n 2 n _ 2 n 2 n 2 


또한 丄 + 丄丄 < l + i + ...+ l 야. i =1 
n + \ n + 2 2 n n n n n 



따라서 주어 진 안같기 식 이 성 립한다. 

례 12. a, b 가 실수이 고 a 2 +b 2 =1, jc 2 + 少 2 =1 일 때 
\ax + by\<\ 

임을 증명하여라. 

(증명) (a 2 +b 2 \x 2 +/) = aV + Z > V+aV + Z>V 

> a 2 x 2 4 - b 2 y 2 + labxy = {ax + byf 
따라서 \ax + 冬 y | 브 1 이 성 립 한다. 

방법) a = sin a, 公 = cos a, x = sin J3, y = cos 分 라고 하면 
왼 변 = |ax +• 效께 : = |sin a • sin 分 + cos a • cos p\ 

= | cos(a - y ?)| < l = 오른변 
례 13. 안같기식 


yja + yja + -\fa + --- + ^ < Va +1 (a > 0 


을 증명하여라. 
학적귀납법) 


1) « = 1일 때 ▲ <‘ +녀 성립 한다. 


2) n = k 일 때 안같기 식 



V 公 + 、/次 + . • • + yfu < -\[q 4-1 
' H ’ 

이 성 립한다고 하자 . 
n = 足 +1 일 때 

나 a 니 a 니 a + ". + 心 < 나글 + 1 + 公 = 

J+1711 

— 나(、、「금、) 2 + 1 • -\fu + 1 < 나(’[그 + 1)2 = -yfa 4-1 

즉 « = 足 + 1 일 때도 안같기식이 성립한다 . 
따라서 주어진 안같기식이 성립한다 . 

례 14. a, b, c 가 정수일 때 


a 2 公 2 c 2 、 a + b + c 

-+-+->- 

公 + c c-\-a a + b 2 
임을 증명하여라 . 

( 증명 ) a + 6 + c = f 라고 하자 . 

왼변은 

a 7 b c t 7 t t 

a - + 公 - + c -= a -+ 公 - + c - 

t-a t-b t-c t-a t-b t-c 



이때 


丄+丄+丄녜 1 그이므로 

t-a t-b t-c \(t~a){t - b){t - c) 2 

a 2 公 2 c 2 、 t a + b + c 

-+- 4 --> — =- 

公 +c c+a a+b 2 2 


(cm 방법 ) 


公 2 b + c ^ ^ Va 1 b + c 

- h -> 2J -- 公 

b+c 4 \b+c 4 
같은 방법으로 


① 


公 2 c + a 

-1- 

c + 公 4 

c 2 a + b 

- + - 

a + b 4 


>b 

>c 


② 

③ 
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식 ①, ②, ③을 더하면 주어진 안같기식 이 성립한다. 
례 15. 부채형의 둘레의 길이가 L 이다. 부채형의 중심각이 얼마일 
때 면적이 최대로 되겠는가? 

(풀이) 부채형의 중심각이 分이고 반경이 R 라고 하면 
L = 2 R + R 分 


L 

'Y+e 


부채형의 면적은 


땅 2 여 벼 


= L 2 - 


2(2 + 分) 2 + 0 

e 1 e+2 i ᄅ 

-+-=-= 一이 므로 

2(2 + 分 ) 2 + 0 2(2 + 0 ) 2 


S<L 2 • 


V 
= 16 


즈 니 . 

ᄀ 2(2 + 分) 
최대 이 다. 

L 2 

즉 S 최 대 


-일 때 즉 分 = -2일 때 부채형의 면적이 


16 


2) 련습문제 
- 선택문제 

1. a <6<0 일 때 옳은것은 ( ) 이다. 

A . yfu < yfb B . -국^ < -군^ 

C . -<- D . 이외의것은 옳지 않다. 

公 a 

2. 안같기식 lg ; c 2 <10 의 풀이모임은 ( ) 이다. 

A . { x |0 < x < 10} B . [ x\x <10} 

C . { x |-10 < 义 < 0 또■는 0< x < 10} D . { x |-10 < x <10} 
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3. jeeR 일 때 (1 과 ||)，_(1- jc )>0 의 필요충분조건은 ( ) 이다. 

B . C . x < 1 D . x > -1, x^l 

4. xe ^, 27] 일 때 / 切=1明 3 슴.1明 3 3내 최대값§ ( )이다. 

A . 12 B . 5 C . 一 4 D . 3 

5. a , 6eR — 일 때 다음의 안같기식 이 성 립하는것은 ( ) 이다. 

A . |公 + 公| < |公 새 B . \a + b \ > \a - b \ 

C . |公 +公 | < | a |-| 6 | D . |a + 6 | > |公| - |公 | 

6 . JceR 에 대하여 다음의 안같기식이 성립하는것은 ( ) 이다. 

A . lg ( x 2 + l )^ lg 2 x B . arcsinx < y 

C . X 2 + 4>4 D . - 1 —<1 

x 2 +1 

7. 안같기식 ( d 유 3 <0 의 풀이는 ( ) 이다. 

A . x <-2 또는 3< jc <4 B . x <-2 또는 3< x <4 

C . x <-2 또는 3 < x <4 D . x <-2 또는 3 < jc < 4 또는 x = 1 

8 . 안같기식 ax 2 +&c + c<0 의 풀이모임이 0 이면 ( )이다. 

A . 幻! >0 이고 b 2 - 4 ac > 0 B . a >0 이고 b 2 - 4 ac < 0 

C . a <0 이고 公 2 - 4 ac >0 D . a <0 이고 b 2 - 4 ac < 0 

- 빈칸재우기문제 

9- 3개의 수 [민 ", [|ᅮ, log 3 ^ _ 

10 . 안같기식 公 x 2 + a 公 x + Z ?> 0 의 풀이모임이 {ᅪ 2< jc <3} 이면 

公 =_ ， b = _ 

11 . 안같기식 | jc 2 -||> 2jc 의 풀이모임은 _ 

2 

12 . 之 Z?〉0 이면 log j a + logj b _ 2log - 

- - a + b 

13. 방정 식 jc 2 -2 jc + lg (2 a 2 - a ) = 0 이 하나의 정수풀이 와 하나의 실 
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14. 


수풀이를 가지면 실수 a 의 값범위는 _ 

/ 1 八 8+log 2 ;t \log2^ 

안갈식 1^-1 >1^-1 외 (0, 1) 에서의 풀。1는 


15. 8ᄌ 2 +- + 丄 = 6이고 ;«;<0, 少<0이면 x = _ ， y = _ 

x xy 

16. 0《 jc <2; z ■ 일 때 안같기식 2sin 2 ;c-sinx-l < 0의 풀이모임은 

- 해답문제 


17. 안같기식 ax + l<a 2 + jc 를 풀어라. 

18. 안같기 식 ^log^x + logj x-2 > 21og 2 x-2 를 풀어 라. 

19. ;ceR 에 대하여 lg (公 x 2 + 3公 x + a + 2) 가 늘 뜻을 가지도록 a 의 
옹근수풀이를 구하여 라. 


20. a> 公〉 c>0 일 때 a a - b b - c c > ( abc ) 3 임을 증명하여라. 

21. «eN, « > 2 일 때 log„(«-l)log„(« + l)<l 을 증명하여 라. 

22. a , b , c 가 AABC 의 세 변이 라고 하면 


23. 


abc 
-+->- 

1 + a 1 +公 1 + c 

임 을 증명하여 라. 
jc >0, y >0, z>0 일 때 


24. 


、 jx 2 +xy + y 2 니 y 2 +yz + z 2 >x + y + z 
임 을 증명하여 라. 

x, 少, zeR+ 이고 ;t + 少 + z = l 이면 



라는것 을 증명하여 라. 


3 ) 자체시험문제 
- 선택문제 

1 . ■ 설| <2 h 는 ^ a \ < 가致■卜^ a| < 九 의 ( ) 이 다. 

A. 필요조건 B. 충분조건 

C. 필요충분조건 D. 그외는 아니다. 
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2. a , Z > eR + 일 때 안같기식 a 〉一> 一公는 ( ) 이다. 


A . — < x < 0 또는 0 < 义 < — 


C . — < x < 0 또는 0 < ᄌ < 一 
a 公 

3. 안같기 식 lg ^— 之 0의 풀이 모임 은 
2 — x 


B . x < — 또는 x > - 
b c 


D . -< x < - 


) 이다. 


A . {뇌1 < x <2\ 
C . { x\x > l } 


B . { jc |1 < jc < 2} 
D . { x\x 半 -2} 


4. y < 幻 r < 刀■이고 卜: 一 l|lgsin 公:〉 lgsin 2 公 r 라고 하면 x 의 값범위는 

( ) 이다. 

A . x<-l B . x > 3 

C . x <-1 또는 x > 3 D . - l < x <3 

5. a , beR _ 일 때 안같기식이 성립하는것은 ( ) 이다. 


A . ^ + b -<-2 
b a 

C . ^ + b ->-2 


B 一 2 다수 0 


- 빈칸재우기문제 

6. 안같기 식 |jc f ||-|jc -1| > 1 의 풀이 모임 은 _이 다. 

7. 함수 y = Jim 의 뜻구역은 _ 


_이 다. 


8. 안같기식 ax +&c + 2>0 의 풀이모임이 


f 2 <X< 3 이면 


a = _ ， b = _이다. 

9. 전체모임이 E = R 이고 A ={+ 2 +3 jc + 2< o }， B = { x | x 2 + 2 jc = 아이 

면 AflB = _이다. 

10. log.^j >10읽戶일 때 x 의 값은 _이다. 
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- 해답문제 

11. 포물선 少 = JC 2 -2 JC -3 이 직선 少 = jc + 4 의 아래 에 놓이도록 x 의 
범위를 구하여라. 

12. 다음의 义에 관한 안같기 식 을 풀어 라. 

丄 

1 ) a x > a x (a > 0 ) 

2) log 一 x < log 一 a (a > l ) 

13. 함수 /(义) = logi 义 에 대 하여 안같기 식 

2 

/(지, 사은 모두 정수) 

임을 증명하여라. 

14. 3;( 2 +2少 2 =16일 때 jc 2 +/ 의 최대값을 구하여라. 

15. x 에 대 한 안같기 식 을 풀어 라. 

1 ) a 2x + l < a x+2 + a x ~ 2 (a > 0) 

2) log^x +1) > log (내) x (x > 0, x ^ l ) 
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6. 수렬과 수학적귀납법 


1) 문제풀이방법 


례 1. 수렬 lgl60, lg80, lg40, lg20, …， lg^-, …이 주어졌 

을때 ~ 

1) 일반마디가、이 라고 하면 久 =10“" 으로 된 수렬 { b n } 
은 갈은비 수렬 이 라는것 을 증명 하여 라. 

2) 수렬 &ᅪ에서 몇개의 마디들의 합이 최대로 되며 최대 
값은 얼마인가? 

3) 수렬 와 의 «째 마디 까지 의 합이 부수일 때 최 소인 마 
디의 개수는 몇개인가? 


(善0 D 1) b n = 10 a " 이므로 b s = 160, b 2 = 80, b 3 = 40, b 4 = 20, ••- 

〜 =160x[ 권" 1 , 匕 =16Ox[0、 

드 tL = 丄 (상수) 

K 2 

따라서 은 갈은비수렬이다. 


2) a„ >0 즉 lg 160x 



>0이라고 하자. 


^->1^ 2"- 1 < 160 => 2"- 1 < 2 7 ^ «< 8 

따라서 ᅭ이에서 8 째 마디까지의 합이 최대이며 
S 8 =8 + 41g2 

lgl60‘lg[160 + 슴 ] 卜 

3) S <0 즉 ^---스 L<0 이라고 하면 

2 

« 1 gl60 + lg^ r |<0 

nlgl60- (、 n -lg2 < 0 
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«>9 + —*15.64 

lg2 

따라서 « = 16 일 때 S „<0 인 최소마디수이 다. 


례 2. 수렬에서 «째 마디까지의 합이 

S „= an 2 +bn + c ( a , b , c 는 상수) 

라고 하면 수렬 이 같은차수렬이기 위한 필요충분조건은 


c = 0 이 라는것 을 증명하여 라. 

(풀이) 충분성 . c = 0 으로부터 S „= a« 2 +Zw 은 같은차수렬이 다. 
공식 

|Sj (n = l ) (a + b (n = l ) 

a " lS„ - S„_! { n >2)^ [2 an + ( b - a )( n > 2) 

= 2 an + ( b - a ) 

으로부터 

a n - a n _ x = 2 an + b - a - 2 a(n -\)-b +a = 2 a (상수) 

따라서 切가은 같은차수렬이다. 

필요성 . 이 같은차수렬 이 면 c = 0 이 다. 공식 


\a + b-\-c 

|s„ - S „_! =2 an + (6- a ) 


(n = l) 
{ n >2) 


a x = a + b + c 
a 2 =4 a -\- b-a = 3 a-\-b 
a 3 =5 a + b 

{사은 같은차수렬이므로 

a 3 - a 2 = a 2 - a l =>2 a = 2 a + c=>c = 0 
따라서 이 갈은차수렬이기 위한 필요충분조건은 c = 0 
이다. 

례 3. 4개의 수가 있다. 여기서 첫 3개의 수는 같은비수렬을 이루고 이 
수들의 적은 216이다. 뒤로부터 3개의 수는 갈은차수렬을 이루 
며 이 수들의 2제곱의 합은 56이다. 이 4개의 수를 구하여라. 
(풀이) 첫 3개의 수는 같은비수렬을 이루고 뒤로부터 3개의 수는 
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갈은차수렬을 이루므로 4개의 수를 각각 a , aq , 

公 

laq-a 로 놓을수 있다. 조건 

— • a - aq - 216 ① 

q 

a 2 4 - a 2 q 2 + {laq - a ) 2 =56 ② 

로부터 식 ①에서 a = 6 을 얻어 식 ②에 갈아넣으면 이 =| 

또는 q 2 = 느를 구한다. 

2 15 

따라서 4개의 수는 9, 6 , 4, 2 또는 45, 6 ，ᅮ，一^■ 이 다. 

례 4. 두개의 서로 다른 정수 a , 스 사이에 « 개의 수 x 1； jc 2 , …, 

을 끼워넣었을 때 다음의것을 증명하여라. 

1 ) a , x ,, x 2 , •••, x n , by \ 갈은차수렬을 이루면 


a + b x { + x 2 + ■■• + x n 

~1 T = n 

2 ) a , x ,, x 2 , …, ，스가 같은비수렬을 이루면 
4 ab = !{ jx l - x 2 . x n 


( SS ) 1 ) 수렬 a , x 1 ； x 2 , …, 샤，스의 공통차를 J 라고 하면 


Xj =a + d , x 2 = a + 2 d , x n = a + nd 
b = a + (n + l)d 

■ ^- = ^[a + a + (n + l ) d ] = a + ^^-d 

또한 

x x + x 2 + -- + x n _ na + (l +2+ ••• + n)d _ 


n 


in + \)n 7 

na + - - ’一 d 

2 


89 



. a + b _ x x + x 2 + • • • + x w 
2 n 

2) 수렬 a 9 x l 9 x 2 , •••，'，公의 공통비를 公〉 0 이라고 하면 
자 = aq , x 2 = aq 2 , •■■, x n = aq n ,b = aq n+l 

_ _ n+l 

-Jab =、ja • aq n+l = ^ a 2 - q n+l = aq 2 
그리고 '! x ， x 2 ••… x n =^ a n . q l+2+ - +n 

n+l 

= aq 2 

-Jab = '^ jx l - x 2 . x n 

례 5. 수렬 lg 지, lg;t 2 , •••, \ gx n , ••• 이 같은차수렬 이 다. 이 수렬의 
m 째 마디 는 A: 이 고 A: 째 마디 는 m ᆻ:부 m) 이 다. 수렬 x 1； 
x 2 , •••，•、，•••의 첫 소 + m 째 마디의 합을 구하여라. 

(풀이) 같은차수렬의 공통차를 "라고 하면 

d = lgx 2 -lg 자 =lg — 

X \ 

조건으로부터 \ gx m = k , \ gx k =m 

즉 lg 자 =lg 자+(灰-1)1은쓰 = w ① 

지 

lgx m =lgx 1+ (m-l)lg^ = A: ② 

지 

殘一① 하면 

k-m = ( m - k )\ g — 

자 

, , r , x ? k-m , 

그러면 d = lg — = -= -1 

x x m-k 

k = \ gx 1 +( m - l \- l ) 

즉 lg:。 = k -\- m-l 

따라서 같은차수렬 lg 지， lg 사, •••, \ gx n9 … 은 k + m -1 , 
k + m -2 , k + m -3 , …, k 午 m _ n ， •••이다. 
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따라서 수렬 k } 은 io k + m -\ io k+m ~ 2 ,---, 10 一-”, … 이다. 
즉 첫마디가 io A+m_1 이고 공통비는 io _1 인 무한감소수렬이다. 

S 細，士 (1( 广_1) 

례 6. AABC 에서 tanA 는 3 번째 마디가 一 4 이고 7 번째 마디가 4 


인 같은차수렬의 공통차이 다. tanB 는 3번째 마디가 |이고 

6번째 마디 가 9인 같은비 수렬이 다. 

1) AABC 는 표족3각형 이라는것 을 증명하여 라. 

2) 이 3각형의 가장 짧은 변의 길이가 1일 때 최대인 변을 
구하여 라. 

(풀이) 1) 조건 -4 + (7-3 )tanA = 4, | tan 3 B = 9 으로부터 풀이 

는 tan A = 2, tan B = 3 
tan C = tan[;r - (A + B )] 


- tan(B + A ) 


tan A + 切 n B 
1 - tan A • tan B 


2 + 3 
1-2 x 3 


... ZC = 45° 

그런데 

tanA = 2>0, tanB = 3 >0, 0< A , B < 180° 

이 므로 A , B 는 표족각이다. 

따라서 AABC 는 뾰족3각형 이 다. 

2) 랑겐스함수는 ᅩ0, 에서 증가함수이므로 A , B , Ce 

|^0, yj °1 -2. tan C < tan A < tan B 

따라서 ZC 는 최소， ZB 는 최대 즉 ZB 에 대응하는 
변 公는 최대이다. 

또한 tanB = 3, tanC = l 이므로 



시누스정리로부터 

b = c ^ nB = 3^ 
sinC 5 
는 가장 큰 변이다. 

례 7. 수렬 의 첫 « 째 마디까지의 합이 S„ 이고 «! =1 , 
S„ +1 =4a„+2 (n = l, 2, 3, …) 이 라고 하자. 

1) a n+l = 4(a n - «„_!) 을 증명 하여 라. 

2) a n+1 >2a„ 을 증명 하여 라. 

Cm) 1) S„ +1 =4a„ +2, S„ =4 人 니 +2 로부터 
a n + \ = s „+i _S„ = 4a„ +2-40^ -2 

= 4 K - 4 쇠 
2 ) « = 1 일 때 

a l =1, S 2 = 4a t + 2=> a 2 =5 
a 2 > 2aj 

따라서 안같기식이 성립한다. 

n=k 일 때 안같기 식 a i +1 >2 아 가 성 립 한다고 하자. 
«=及 + 1 일 때 

아 +2 = 4( 아 +1 ~a k ) = 2a k+l + 2(a k+l - 2a k ) 
a k+x > 2a k 

a k + i ~ 2a 4 > 0 

- - a k +2 > 2 幻。卜1 

즉 « = A ： + 1 일 때 안같기식이 성립한다. 

따라서 수학적 귀 납법 으로부터 « e N 에 대 하여 안같기 식 
a M > 2a n 이 성 립 한다. 

m 8. 수렬 {a} 에 서 a x =1, a 2 = 1, a 3 = 公 ! + a 2 = 2 이 고 

公 n+ i =«„ + 公”- 1 

로 표시될 때 일반마디공식이 

나 [[백 M ] 

이라는것을 증명 하여라. 
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(§S) « = 1 일 때 

1 

fll= 7 

« = 2 일 때 


=i 

° 2= ^( 


V 5 4 

n<k 일 때 명제가 성립 한다고 하자 . 


« = 及 + 1 일 때 

必예 = a k+ a k-X 


즉 아서、 



1 

+ 75 

| 부 )'(¥ 

r ]= 

- 1 If 

^ 1 +VsY 3 +Vsl, 1 

fl-VsY 나_5 


、 2 J 2 + v 


1 「( 


+l" 

떼 

、끼 



따라서 n = A ： + l 일 때에도 명제는 성립한다 . 

따라서 수학적 귀 납법 으로부터 주어 진 명 제 가 성 립 한다 . 
려 | 9 . = («eN, « > 1 )이고 차， ; c 2 》 0 일 때 

f ( 자 +이 < f(x 1 )+f(x 2 ) 


임 을 증명하여 라 . 
(SS) « = 2 일 때 


I + x 2 ^ 

1 = 卜+저 

l 2 y 

' l 2 J 


xl +xl + 2 x x x 2 

4 

X l + X 2 + X \ + X 2 _ f{ X \) + f{ X 2) 


4 


2 
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따라서 안같기식이 성립한다. 

« = 及一1& > 3)일 때 안같기식 이 성 립한다고 가정하면 즉 

|、+ f 나 2 

그러 면 n = k 일 때 
( X x -\- X 2 Y f Xi 4- x 2 Y 1 Xi 4- x 2 

{ 2 J = l 2 J 2 

< ᅪ一 1 + ᅪ一 1 X x + x 2 _ xf +^2 4 - ( xf _1 x 2 +4~^ i ) 
2 2 4 

0 브 세 c 2 일 때 jcf -1 < 4— 1 
0 “ c 2 으 차일 때 낙- 1 > x ^ 1 

■ ■ • “ X ᄌ厂 -，남- 1 ) ^ 0 

그러면 X 2 Xi~ l + X x X k 2 ~ l < x \ + x \ 

(Xj + X 2 ^ Xi + x\ + Xi + X2 Xi + x\ 

... - 4 - = 1— 

_ /( 이) +/ fe ) 

一 2 

n = k 일 때 에도 안같기식 이 성 립한다. 

따라서 수학적귀납법으로부터 모든 에 대하여 

주어진 안같기식이 성립한다. 

3(1 10. 수렬 { a „} 에서 aj = cotx , cos 义 一 sin (« - 1)义 일 

때 일반마디 a „ 의 공식을 구하여 라. 

(풀이) ai = co tx = — 
sinx 


a 2 = a x cos ᄌ 一 sin(2 - l)x = C ° SX • cosx - sinx 
sinx 

1 , 2 . 2 、 cos2x 

= ——— (cos x-sin x ) = — - 

sinx sinx 

a 3 = a 2 cos x - sin (3 - \)x = C ° S cos x - sin 2 x 
sin x 
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례 11. 


(g 명) 


= —-— (cos 2 x cos x - sin 2 x sin x ) = C ° S ^ X 
sin x sin x 


smx 

이제 수학적귀납법을 리용하여 a n 


느가 성 립 한다는것 


을 증명하자. 
(1) « = 1일 때 


a x = cotx =- 

sinx 

(2) n = 소 일 때 a k = 으으^ 가 성 립 한다고 가정 하자. 
sinx 

n = 足 + 1일 때 

a k+l = a k cosx - sin [( A : + 1) _ l]x = CQS 뇨 • cosx - sin Ax 
sin x 

I r 7 ./ .I cos ( A : + l)x 

= ——— [cos kx cos x - sin Ax sin x ] = -:- 

sinx sinx 

따라서 안같기식이 성립한다. 

(1) 과 (2) 로부터 모든 자연수 자 에 대 하여 일반마디 
cosnx 

a n =— - 

sinx 

가 성 립 한다. 

1보다 큰 임의의 자연수 n 에 대하여 

II 1 13 

- 1 - 1 - 1 -> —— 

n-\-l n + 2 2 n 24 

을 증명하여라. 


S „ =-+- + ••• + ——이라고 하자. 

«+ 1 n -\-2 2 n 

(1) n = 2 일 때 S 2 =— + — = —> — 
2 + 1 2 + 2 12 24 


따라서 안같기 식 이 성 립 한다. 
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⑵ 일아>元이라고 하자. 


w = 足 +1 일 때 
厂 

S 대식 


1 


1 


(灰 + 1) + 1 {k + \) + 2 


2 ( 소+1)」 


2 k \ 


-1 1 

2 k + 1 2 (k + 1) 

= 2k+ \ + \_2{k + \)~^^\ 

1 1 1 〉 0 
~ 2 k + \~ 2 {k + \)~ 2 (k + l )(2 k + 1) 

따라서 S , +1 > s , 그리고 S ,>^ 

그러면 s t+1 > — 
k+1 24 

따라서 안같기 식 이 성 립한다. 

(1)， (2) 로부터 n >\, « eN 에 대하여 주어진 안같기식 
이 성 립한다. 

례 12 . 포물선 j ； = 在와 x 축사이에 점차적으로 커지는 내접바른 
3각형 A 1? A 2 , A 3 , •••이 있다고 하자. 그러면 3각형 A „ 
의 둘레의 길이는 1„, 포물선에 있는 한개 정점은 P „, x 
축에 있는 두개의 정점은 
Q , Q „ 이 다. 그리 고 


Qo 은 원점 이 고 L „=/! + J；， 

,2 + … +,« ( n = l 2 , …) 

p JrC 

p 3 

이라고 하면 

T _ n(n + l ) _ 


A 


n _ 一 3 一 (VQoQi Q2 Q3 x 

임 을 증명 하여 라. 그림 6 — 1 
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(층명) (1) n = l 일 때 OP ! 의 방정식은 

y = tan y-x = V 3 x 

| 께 

[y = ^lx 

풀이는 x = b y = ^ 3 ~ 

점 마의 자석표는 이므로 001 = 1 = ^ 

바른3각형 Ai 의 변의 길이는 
Li = l 4 ± l ) = 2 
3 3 

따라서 명제가 성립한다. 

(2) n = k 일 때 L , = kx ( k + l ) 이 성 립 한다고 가정 하자. 
k 3 

W = 足 + 1 일 때 


Q& 의 자리 표는 (L&, 0) 이고 직선 €八1\ +1 의 방정식은 


■卜、的 - LJ 싸-뿌 ] 

점 P 하 i 의 자리 표는 (자니, h+D 이다. 그것은 동시에 
y = 4 x ① 

기싸-뿌] ③ 

을 만족시켜 야 한다. 

방정식 必，②를 련립시키면 


사+1 

을 엄는다. 

„ _ 나 +1 + L 오 

x k+i - 국 


_(k + lf 


이므로 


2 
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례 13. 


(풀이) 


L -느 L 2 (fe + 0 2 k{k + \) 

^k+\ _ AJi k+\ 一 匕 k 一 A j 3 

分 +1 ) 江 + 2) 知 + l)[(jt + 1)+1] 

= 3 = 3 

따라서 같기식 이 성 립한다. 

(1)， (2) 로부터 모든 자연수 «에 대 하여 늘 
_ n(n + l ) 


이 성 립한다. 


수렬 a p a 2 ，…, a„ 에 대하여 첫 «째 마디까지의 합이、이 

라고 하고 이것과 a„ 의 관계는 S n = - b - a n +\- 1 로 

( 1 + 公) 

표시된다. 여기서 b 는 «에 무관계한상수이고 스굴 一1 이다. 

1) a„ 과 의 관계식을 구하여 라. 

2 ) «파 스를 리용하여 a„ 의 식을 구하여라. 

1) a n =s » - s «-i 

= - ba n + 1 - -― + ba n } -1 + -—— 

n (\ + b) n n ~ X (1 + 斤- 1 

= - b i a n - «„-1 ) + 요 +〜)„ (« 숀 2 ) 


이것을 정돈하면 
b 

a « = V 7 T a n-i + 


Mr 


- { n >2) 


2) 이 =비=士 1+ 1-—이므로 


「 M ) 2 

삭 .，로부터 

b b b 2 +b 

fl2= T^ ai + Mf = Mf 
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례 14. 

(풀이) 


b b 2 +b b b 3 + b 2 +b 
~ T+b ' (l + b ) 3+ (l + b ) 4 _ 
b n + b "- 1 + ■■■ + b 2 +b 




公 « =_ 


M )” +1 


動 


수학적귀납법을 리용하여 식 ③이 성립한다는것을 증명 
하자. 

(1) « = 1일 때 a x = . 느、ᄀ 

M ) 

식 ②로부터 성립한다는것을 알수 있다. 

쉬 I ol 11 公*" + 公*" 1 + . • _ + 公 2 + 公 

(2) n=k 일 때 a k = -- 

가 성 립 한다고 가정 하면 
« = A ： +1 일 때 

b b 

ak+i= Y+E Ak + ( X+b )^ 

b b k + b k ~ l +--- + b 2 +b b 


l + b (l + b ) k+l (l + b ) k+1 

_ b k+1 + b k +--- + b 3 + b 2 +b 

: MT 

즉 « = 소 + 1일 때 식 ③이 성립한다. 

(1)， (2) 로부터 임의의 «eN 에 대하여 식 ③이 성립한다. 
f l - b n+l 


(녜내广 


卜1) 
(스 = i ) 


卜 +1 

수렬 1, 3, 6, …의 첫 «째 마디 까지 의 합이 «의 3차여 러 
마디식 이 라고 할 때 수렬의 일반마디공식과 첫 « 째 마디까 
지의 합의 공식을 구하여 라. 

S Ii = A « 3 + B « 2 + Cn + D 라고 하면 
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네、 

= a[« 3 _ (« _ l) 3 ]+ b[« 2 - {n- 1) 2 ] + c[n -{n- 1)] 
= 3 A « 2 +(2 B -2 A )« + A-B + C 
aj = 1, a 2 = 3, a 3 = 6 으로부터 
fA + B + C = l 
|7 A + 3 B + C = 3 
[19 A + 5 B + C = 6 
을 얻는다. 풀이는 


-I 



또한 S 1 = a 1 =A + B + C + D = l^>D = 0 

. 0 1 3 1 2 1 

"6 2 3 

례 15. l 2 +2 2 +3 2 十… +« 2 의 합을 구하여라. 

(풀이) a „=« 2 은 « 의 2차식이고 :〜 -크니 이므로 ' 은 

의 3차여러마디식이다. 즉 
S „ = A « 3 +Bn 2 +Cn + D (« = 1, 2, 3, 4) 

I A + B + C + D =1 
8 A + 4 B + 2 C + D = l + 4 = 5 
27 A + 9 B + 3 C + D = 1 + 4 + 9 = 14 
64 A + 16 B + 4 C + D = 1 + 4 + 9 + 16 = 30 



S „=-« 3 


, \ n _n{n + \\2n + \) 
6 6 


례 16. 수렬 에 대하여 6, 9, 14, 21, 30, …이 주어졌을 때 


이 수렬의 일반마디공식을 구하여 라. 

(풀이) 수렬의 특징을 고찰하자. 뒤마디로부터 앞마디를 던 차로 
이루어진 수렬 은 3, 5, 7, 9, …으로서 첫 마디가 3 
이 고 공통차가 2인 같은차수렬이 다. 그러 면 수렬의 일 
반마디공식을 구할수 있으며 다시 거꾸로 수렬의 일반 


마디공식을 유도함수 있다. 

3, 5, 7, 9, …의 일반마디는 ' =2« + 1이므로 
a 2 —a x = b x = 3， a 3 — a 2 = b 2 = 5, 


« 4-«3 =' =7 ，…, a n -a n _, =b n _ l =2n-\ 
매 식을 서로 더하면 

U n ~ a \ =b l +b 2 + 


= 3 + 5 + 7 + 9 + ••• + 2 «-l = « 2 -l 


즉 = '^ j b i +a ; = n 2 -1 + 6 = n 2 +5 

i=l 

여기서 «„ = 土句 + a , •는 두개 수렬의 관계식으로서 位„}의 
/=1 

일반마디공식으로부터 거꾸로 원래 수렬의 일반마디공식을 
유도할수 있다. 

례 17. 수렬 1, 4, 11, 26, 57, 120, …의 일반마디공식을 구하여라. 
(풀이) 제1계차수렬은 3, 7, 15, 31, 63，•••이고 제2계차수렬 
은 4, 8，16, 32，…이므로 수렬 {ᅪ은 첫 마디가 4, 
공통비 가 2인 같은비 수렬이 다. 

따라서 일반마디는 c„ = 4-2"~ 1 

공식 으로부터 b n ^Cj+b, =2 W+1 -1 

7=1 

)=1 7=1 
= 2 n+l -n-2 
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따라서 수렬의 일반마디공식은 

a n = 2 n + l - n -2 

2) 련습문제 

- 빈칸재우기문제 

1. 같은비 수렬 100, 96, 92, 88，…은 _째 마디 로부터 시 작하여 매 

개 마디 는 모두 부수이 며 _째 마디 는 령이 다. 

2. ^ 는 ᅮ, 숭 를 •••의 일마서는 a n = 一 <>14. 

3. 5개의 수자 2， x,y,z, 18이 갈은비수렬을 이루면 ; c 의 값은 _이다. 

4. 이 같은비 수렬이 면 lga „ 은 _수렬 이 며 {사 은 _수렬 이 

3. 놔은 _수렬이 다. 

5. 같은차수렬 의 첫 «째 마디 까지 의 합이 S „=3« 2 이 면 

a 5 = _이 다. 

6. M 이 [ 2 + £| ,(4 + £|，."，[2”+음)，•.•이면 S „ = _。”다. 

7. « 이 4의 배수이면 1 + 2/ + 3/ 2 + ••• + fn + lV " 4 ^ ，4 il 다. 

8. 수학적귀납법을 리용하여 1 +丄+ 丄 + ... + ^^<«을 증명하는 과 

2 3 2"-1 

정 에 《 « = 足》에서 《 « = 足 + 1》 (« e N ) 으로 할 때 왼변에 첨 가하 
여야 할 마디는 _이다. 

- 선택문제 

9. 같은차수렬의 첫 2« + 1째 마디에서 흘수마디의 합과 짝수마디의 

합의 비는 ( ) 이다. 

A . 프土 i B . 반 C . 프土 i D . 빈 

n n 2 n 2 n 

10. 매개 마디들이 정수인 같은비수렬에서 임의의 마디가 그뒤의 두개 

마디 의 합과 갈으면 이 공통비 는 ( ) 이 다. 

A . 호 B . -호 C . 난1 D . 쓰 

2 2 2 2 
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11. 수렬 之 으，•••에서 ( )번째 마디뒤의 모든 마디들과 1 

3 4 5 6 

과의 차의 절대값이 0보다 작다. 

A . 95 B . 96 C . 97 D . 98 

12. 같은차수렬에서 m 째 마디가 «이고 «째 마디가 w 이면 « + w 째 

마디는 ( ) 이다. 

A . m + n B . mn C. n-m D . 0 


13 - 여 L I 石，!^，…， ^ “ 마디까지의 
합은 ( ) 이 다. 


A 2n ^ n ^ 2n 

A . - B . - C . - 

2n + l 2n-\-l n-\-l 

14. 수렬에서 일반마디공식은 다음과 같다. 


D . 


2n 


① a n ={n + 2f - {n-2) 1 ② a n = lg 2 w 


③ a„ = 2 log2 ” ④ a„ = V« 2 +4« + 4 (n e N ) 

여기서 갈은비수렬의 개수는 ( ) 이다. 

A . 4 B . 3 C . 2 D . 1 


- 해답문제 


15. z = cos | + / sin | 가 주어 졌다. 수렬 1， z , z 2 , z 3 , •••, z n , ••• 의 

첫 182째 마디까지의 합과 적을 구하여 라. 

16. 수렬 lglOOO , lg (1000 sin 30°), …， lgflOOOsin ” -1 30°上 … 에 대하여 
몇개의 마디들의 합이 최대이고 최대값은 얼마인가를 구하여라. 

17. 평면에 «개의 원이 있다. 여기서 매개 두개의 원은 서로 다른 두 
점에서 사귀고 매개 세개의 원은 한 점에서 사귀지 않는다. 이 n 
개의 원은 평면을 /어)=« 2 -« + 2개의 부분으로 가른다는것을 
증명 하여 라. 

18. 수렬 이에 대하여 a, =1, S „=« 2 ‘ a „ 일 때 a „ 과 S „ 을 구하여라. 

19. « 은 자연수이고 포물선의 방정식이 y = n(n + 2)x 2 - l(n + l)x +1 
일 때 

1) 포물선의 정 점 들은 모두 한개 의 쌍곡선 에 놓인 다는것 을 증명하 
여라. 

2) « = 1, 2, 3，••• 일 때 포물선이 x 축에서 선분토막들로 자른 길 
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이의 총합을 구하여 라. 

20. 수렬 에서 비 =2이고 a 내 .、一오、+1 = 0일 때 

1) a t a 2 , aja 2 a 3 , ■幻 , a 2 公 3 a 4 .冬| 값을 구하여라. 

2) a r a 2 •….〜ᅴ.、의 값을 구하는 공식을 찾고 수학적귀납법을 
리용하여 증명하여라. 

3) 자체시험문제 
- 빈칸재우기문제 

1. 令«비 !，유, 몸，붚，•••이라•그1 하면 a n = —이다. 

2. Ig 2, lg ^- l ) lg (2 x +3) 이 갈은비수렬을 이루면 ; c = _이다. 

3. 수렬의 일반마디가 a „=« (사 + 2) 라고 하면 

111 1 , 1 
一 + 一 + 一 + ••• + — + ••• =_이 다. 

«1 «2 «3 — 

4. 갈은비 수렬 Kj 에서 이과 a 1( >l 방정 식 2 x 2 +4 jc + 1 = 0 의 두개 

의 풀이이 면 a 4 . a 7 = _이다. 


一이 다. 


V2 + i V3 + V2 V^+V^TT" 

6. 수렬 에서 이 =1, a „ +1 = a „ +« 이면 수렬 의 일반마디공식 
4니 이다. 

- 선택문제 

7. 수학적귀납법을 리용하여 

시 1 1 1 1 1 1 1 . 

2 3 4 2 n-l n +\ n + 2 2 n 

을 증명하는 과정에 « = 1일 때 같기식의 왼변과 오른변의 식은 각 
각 ( ) 이다. 


B 1 ᅵ T7T 


c 1 - 거 Wr 규 


8. 갈은차수렬 에서 a 6 + a 15 =15 라고 하면 S 20 은 ( ) 이다. 

A . 100 B . 120 C . 140 D . 150 
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9. 수렬 “가의 일 반마디 가 a „=2«-13 이 라고 하면 가장 작은 S „ 은 

( ) 이다. 

A . Si B . S4 C . S6 D . S10 

10 . 수렬 1，1 + 2 , 1 + 2 + 2 2 , 1 + 2 + 2 2 + 2 3 + … + 2 ”— 1 의 첫 n 째 

마디의 합은 ( ) 과 같다. 

A . 2 n B . 2 n+1 ~n C . r-n D . 2 n +1 - n ~2 

11 . a , 公, c ■ 가 같은차수렬을 이루고 a + 1 , b , c ■와 a , b , c + 2 가 같은 

비수렬을 이룬다면 스의 값은 ( ) 이다. 

A . 10 B . 12 C . 14 D . 16 

12 . 한개의 같은비수렬과 첫 마디가 0 인 같은차수렬이 있다. 대응하는 

마디 끼 리 서 로 더하여 새 로운 수렬 1 , 1 , 2 , …을 엄 으면 이 수렬 
의 첫 10 째까지의 마디의 합은 ( ) 이다. 

A . 978 B . 468 C . 558 D . 1 068 

- 해답문제 

13. « 은 자연수이고 0 < 义 < 프 일 때 cot 」 느 - cot 义 >« 을 증명하여라. 

4 2" 

14. j ； = /( jc ) 는 1차함수이 다. 그리 고 /( 8 ) = 15이 고 八 2), /四 , 
/(4)가 같은비 수렬 일 때 

S „=/( l ) + /(2)+ ••• + /(«) 

을 구하여 라. 

15. 이 같은차수렬이 고 공통차가 0이 아니 며 

a k x 2 + 2 a k+l x + a k+2 = 0 ( A : g N ) 

이라고 할 때 

1 ) A ： 가 서로 다른 자연수값을 가질 때 방정식 이 하나의 같은 풀 
이 를 가진 다는것 을 증명 하여 라. 

2 ) a 15 a 2 , •• •, a k 가 방정 식의 서 로 다른 풀이 들이라고 할 때 

^―, …, 은 갈은차수렬을 이룬다는것을 증명 

^ +1 公 2 +1 公 A: +1 

하여라. 

16. /( 1 ) = 0 이고 a /( n ) — Z /(«- l ) = l ( neN ) 이며 | a |〉| Z>|〉0 이라고 
하자. 

1) /四，/(4)를 구하여 라. 

2 ) /( 비의 표시식을 구하고 수학적귀납법을 리용하여 증명하여라. 
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7. 복소수 


1) 문제풀이방법 

례 1. m 이 어떤 실수일 때 ( w 2 -3 m + m 2 ᅪ一 [4 + (5 m + 6)(| 의 값이 
1) 실수 2) 순허수 3) 0 
이겠는가? 

(풀이) (주어진 식) = ( w 2 -3 w _4)-( w 2 -5 w _6> 

= (m + l\m - 4) + (m + l\m - 6> 

1) m = -\ 또는 w = 6 일 때 주어 진 식 은 실수이 다. 

2) m = 4 일 때 주어 진 식 은 순허 수이다. 

3) m = -l 일 때 주어 진 식 은 령이 다. 

례 2. 다음의 명제들가운데서 정확한것과 정확하지 않은것을 지적 
하여라. 

1) a , b , c A 복소수이 고 a 2 + Z ) 2 > c 2 이 면 

a 2 + b 2 - c 2 > 0 

2) a , 公, c 가 복소수이고 a 2 +6 2 - c 2 〉 0 이면 

a 2 + b 2 > c 2 

(풀이) a 2 + Z > 2 > c 2 으로부터 a 2 + Z > 2 과 c 2 은 다 실수이며 
a 2 + b 2 - c 2 > 0 
따라서 명 제 1) 이 성 립한다. 

한편 a 2 +6 2 - c 2 > 0 으로부터 a 2 + Z ) 2 - c 2 >0 은 실수이 
지만 a 2 + Z ? 2 과 c 는 다 실수라고 말할수 없다. 

실례로 a = 2 + i , b = i , c = 七 (1 + 0 로 놓으면 
a 2 + b 2 - c 2 =(3 + 4 i )+(- l )-4 i = 2>0 
이 지 만 a 2 + Z ? 2 = 2 + 4 i , c 2 = 4 i 는 다 복소수이 다. 

따라서 a 2 +6 2 > c 2 은 성 립 하지 않으며 명제 2) 는 성 립 하지 
않는다. 


{3 + 4 itf 2- yf 2 i ) 



+ 강의 절대값을 구하여 라. 


106 



(풀이) 주어진 식 = 


{3 + 4ijj2-yf2i) 


'生 

2 




= + 2i = yf5+2i 


lx2xV5 
따라서 절대값은 이다. 


례 4. 복소수 z = l - cos 分 + / sin 分 를 삼각형식으로 표 

시하고 그 절대값과 편각의 엄지값을 구하여라. 

(SO [) z = l - cos 6 + i sin 6 

. 2 0 . 6 6 
= 2 sin — + 2i sin —-cos — 

2 2 2 

= 2sin|(:sin| + /cos() 

한편 0< 分<즈이므로 0<으<1 즉 sin — > 0 
2 2 4 2 

네 <스_ 

4 2 2 2 

따라서 | z | = 2 sin — , arg ( z ) = —- — 

11 2 2 2 


례 5. p, 《 는 다 옹근수이고 a = cos —— + i sin ——가 주어졌을 때 
5 5 

p + qa 의 점들은 복소수평면에서 원의 중심에 원점이 있는 
단위원둘레에 놓인다. 이 점들을 표시하는 복소수를 구하여 라. 

(풀이) \p-\-qa\ 2 = |/7 +《cos 두 + /《sin 등| 
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= p 1 + 2pqcos 두 + q 2 cos 2 등 + q 2 sin 2 등 
= p 2 +2pqcos 두 + q 2 =1 

그런데 j 게 fCOS ^ 는 무리수이고 戶,《는 옹근수이므로 

|m = o 

V 아 2 =1 
'다라서 또는 \ p= ^ x 

U=±i U = o 

그러므로 조건을 만족시키는 복소수는 


례 6. 복소수 卜卜 |z 2 卜 계 = 1 일 때 다음것을 증명 하여 라. 

1) |zj + z 2 + z 3 1 = — + — + — I 

Z 1 Z 2 Z 3 | 

2) \ z x z 2 + z 2 z 3 + ZjZ 3 1 = J^; : + z 2 + z 3 1 
(^) 조건 |시| = |이 = |이 = 1로부터 반드시 


Z 1 = — , Z 2 = — , Z 3 = — 

Z 1 Z 2 Z 3 

이여야 한다. 

1) 왼변 = | 透 .:l|z 2 +z 3 | 시 z!+z 2 +z 3 | 

’셨—예 =1 은 + 승 + 七卜 M 

2) 왼변 = |“_ +z 2 z 3 +ZP 3 I 
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、參 C + Z 2 + z 3 卜 卜 + z 2 + z 3 1 _|#z 2 + z 3 卜 오른변 
3 j [ 7. |시|< 니^<1 일 때 |근든즈느|<1 임을 증명 하여라. 

(풀 0 |) Zl ? 2 < 1 이 성 립 한다는것 을 증명 하기 위 하여 

ᅵ1-네 

세나〈 I 1 -몌 2 

이 성 립 한다는것을 증명 한다. 

jin 玄 !z 2 | 2 시워 2 | 2 = (1 - 녜 수2 )- (어 - z 2 心 - z 2 ) 

= (1 -z,z 2 Xl - ^z 2 )-{ z l - z 2 )(Zi - z 2 ) 

= 1 - ^ 1 Z 2 - Z 1^2 + Z 1 ^ 1 Z 2^2 - Z l^l + 수 2 + Z 1^2 - Z 2^2 
= i + |z 1 | 2 -|z 2 | 2 -|^| 2 -|z 2 | 2 >0 

즉 |^<1 

례 8. 1 의 3차뿌리를 구하여라. 

(풀이) 1의 3차뿌리를 JC 라고 하면 JC 3 =1 
1 = cos 0 + i sin 0 이 므로 

x = 0(^ 想+ i sin 틴묵- {k = 0, 1, 2) 

따라서 차 =1 

In .. In 1 V3. 

x , = cos — + ism — = —— + —— I 
3 3 2 2 

4tt . . Ak 1 V3 . 

x , = cos —— + zsm —— = - 1 

3 3 3 2 2 

례 9. 다음 식들을 계산하여 라. 




1) 


-1 + V3/Y 
一2一 y 


( -1-V 이 


( hgN ) 
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(풀이) w =~ l+ ^ 1 라고 하면 
2 

w2 = -l-V3 / 또는 w 3 =1 
2 

f 2 {n = 3k) 

1) 주어진 식 = w ”+ w_ n = j-l (n=3k + \) 

[-1 (« = 3 A : + 2) 

따라서 « 이 3 의 옹근수배 수일 때 주어 진 식 은 2이 고 3 
의 배수가 아닐 때에는 一1이다. 

2) 두가지 경우로 갈라 고찰하자. 

(1) « (« = 2々)이 짝수인 경우 



2 {k = 4 m ) 


0 (k = 4 m + 1) 

-2 (k = 4 m + 2) 

0 (k = 4 m + 3) 

(2) « 이 홀수 즉 « = 2소 + 1인 경우 
주어진 식은 

賊 2 〜， r 땅년네 

[ V 2 (k = 4 m ) 


- V 2 (k = 4 m + 1) 
- V 2 (k = 4 m + 2) 


[ V 2 (k = 4 m + 3) 

즉 « 이 짝수일 때 주어진 식은 ±2 또는 0이 다. 
«이 홀수일 때 주어진 식은 ±>/조■이다. 


110 



례 10. ◦는 복소수평면의 원점이고 서로 다른 두 점 P, Q 가 각각 
복소수 z 1； 고 2 를 표시 한다. 이 때 4zf - 2 zjZ 2 + z ^ =0 
고 하면 3각형 POQ 의 형태를 판단하여라. 

(■ I) 4zf - 2 zjZ 2 +z 2 2 =0이므로 


( 되 2 

-2 녀 + 

1 = 0 

UJ 




ᅭ ( z ^_ 2± Vl 2/ 1± V 3; 

ᅮ \ J 2 ) 8 = 4 

따 라서 Zj = 오 土:귱 ’• , z 2 = ~ (cos 60° ± i sin 60°) 

즉 OP 가 OQ 로부터 원점 ◦주위로 시계바늘이 도는 방향과 
반대로 60° 돌고 절대값이 원래의 절반으로 축소하여 얻은 
것이다. 

따라서 APOQ 는 직3각형 이 다. 

려| 11. 복소수 z 가 (z + l ) 2 "+( z - l ) 2 " =0 (« eN ) 을 만족한다고 
할 때 z 가 반드시 순허 수라는것 을 증명하여 라. 

(빠 { z + i) 2 n +{ z -iy n =o 

( z + ir =-( z-if 

즉 |z + l |_" = I 玄—1厂 =그 \z + l | 2 = | z - l |~ => 

(z + i )(7+ T )=( z - i )( r ^ i )^ 

(z + lXz + l ) = ( z - lXz - l )^ 

2 (z + z ) = 0 Re(z = O ) 

그러 나 z 농 0 이므로 고 는 순허수이다. 

MSSS ) 첫 방법 으로부터 |z +1| -1| , z = a + 노• 라고 하자. 

웃식에 갈아넣으면 

■\ j(ci + 1) 2 + b = 公 +1) 2 + b => a = 0, z = 公/ 


또한 a = 0 이면 z - 0 , (z + l) 2n + (z-1) 2 " =2^0 
따라서 a = 0 이고 b^O 즉 z 는 순허수이 다. 

례 12. 복소수모임 에 서 다음 여 러 마디 식 을 인수분해하여 라. 

1) 乂 4 +乂 2 少 2 +少 4 
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2) x 2 +4 xsin ^ + 4 
(풀이) 1) 주어진 식 = 


= x 4 + 2， y 2 +， -， y 2 « ( x 2 + y 2 ) 2 - x 2 y 2 
= [ x 2 + y 2 + xy \ x 2 + y 2 - xy ) 


-l±y[3i 


l±V3z 


이므로 

〜 + Si 


지卜 + 


-1 + V3z 


1 + V3z Y \-Si 

- V II x - V 


로 인수분해된다. 

2) 주어진 식 = jc 2 +4; csin 分+ 4 

= x 2 +4 xsin 6 > + 4 sin 2 分 + 4 cos 2 0 


= (x + 2 sin 0) 2 - (2i cos 0) 2 
= (x + 2 sin + 2i cos 0 \x + 2 sin ^ - 2i cos 0) 

례 13. c , J 가 실수이고 방정식 jc 3 -5 jc 2 +cx + J = 0 의 한개의 풀 


이는 2-3/ 일 때 c , J 의 값을 구하고 방정식을 풀어 라. 


(풀이) 실곁 수한변수«차방정 식 에 대 하여 복소수 a + 抗 가 방정 
식의 풀이 이면 이 것은 공액복소수 a - biR - 이 방정 식의 
풀이 이다.(허수풀이의 쌍대정리) 

2-3 z • 가 방정 식의 한 풀이이므로 방정 식 에 갈아넣 으면 


(2 — 3 i ) 3 — 5(2 — 3 z ) + c (2 — 3 i ) + c / = 0 
즉 (-21 + 2 c + ")+(51-3 c )，= 0 


따라서 


\-2\ + 2 c + d = 0 


풀이는 


'이다. 


또한 2 -3/ 가 방정 식 의 한 풀이이 므로 2 + 3 z • 는 이 방정 식 
의 다른 풀이 이다. 

jc 3 -5 jc 2 +17 jc -13 = 0 을 卜 - (2 + 3，)]卜- (2 - 3이 로 나누 
면 상은 jc -1 이고 나머지는 0이다. 따라서 방정식의 풀이 



는 2-3/，2 + 3/，1이다. 

례 14卜^^ az + / = 0 (a 之 0) 일 때 복소수 고 를 구하여 라. 

(풀이) 방정식으로부터 z 목0이다. 그렇지 않으면 방정식은 성립하 
지 않는다. 

방정 식 을 z = 포 로 변형 하면 a > 0 이 므로 z = yi {y < 0) 

N +a 

이 라고 하고 주어진 방정식에 갈아넣으면 
yi \ y \ + ayi + i = 0 
- y 2 + ay + 1 = 0 

a ± 、 Ja 2 + 4 
少 1，,2 = 2 

여기서 少 <0 이므로 《+》기호를 없애면 

a- 、 la 2 +4 a- 、 la 2 +4 . 

少 : -, z =- 1 

2 2 

례 15. x 2 + y 2 + -\J(x — l) 2 + y 2 + 、 jx 2 +(^y — l) 2 + 

+ 나江 _1) 2 + (>； _1)2 브 2 ▲ 를 증명 하여 라. 

(풀이) 왼변十 +꼐커取一 JC )+ 께 + |jc + (1- 나|뉘_-1)+(1-나| 

|^[ b|>|a + b | 이므로 

왼, I하 (- x) + 2 yi \ + 1 1+(1- x)] + [(1 - 기 ) + (1 - 分]| 

= |I ； + ： 2^| + |[l + (2-2j；>-]| 

玄 |1 + 너 + [1(1 + 1) + (2); + 2 - 2>；)|: 

= \2 + 2 i \ = 2yf2 

례 16. 복소수수렬 ᅪ의 매개 마디의 절대값은 정의 실수 r 이고 

' 의 편각은 分„ 이 라고 할 때 ■{分은 같은차수렬이 고 그 
공통차는 d (0 < " < 2시이 다. 

1) 수렬 의 첫 200번째 마디까지의 합이 S 2 oo = 0 일 때 
공통차 c/ 의 모든 가능한 값들을 구하여 라. 

2) 1) 의 모든 가능한 값 c/ 에 대 하여 |z「z 2 | 의 최 소값을 
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구하여 라. 

(풀이) 1) 久 =^+(n-l)J 어 = 1，2,…)이므로 

z„ =r(cos9 n +ismG n ) 

= r(cos[^ + (n - 1)넜] + i sin[^ + (n - l)d ]) 

= r(cos 6 X + i sin 6 X )[cos(n -\)d + i sin(n - \)d\ 

= r(cos 6 X + i sin O x )(cos d + ism d 广 1 
즉 노} 은 첫마디가 々 =r(cos 하 +/sin 타) 이고 공통비가 


9 = cosJ + /siru/ 인 같은비수렬이다. 따라서 

_ r(cos 6 X + i sin 6 X )[l - (cos d + /sin j) 200 ] _ 
S2 °『 1-( C0S 서 sin") = ° 

그러므로 

1 - (cos200 넜 + i sin 200넜 )= 0 => cos200 넜 = 1 

=> 200J =2k7T^d = — (kGZ) 

100 v ’ 

그런데 0<"<2 刀■이므로 0< 灰<200 
따라서 c/ 의 모든 가능한 값들은 

d = 농、나 2 ,"., 199 ) 


2) 주어진 식 = 卜-계 = 

= |r(cos 0' +/ sin 다)一사 cos (하 -\-d)+i sin^ + j)]| 
= |r(cos 6 X + i sin 6 X )[l - (cos d + i sin d )]| 


= 厂、/ (1-cos J) 2 +sin 2 d 
= rj2x2sin 2 — 


= 十 3 

따라서 k = \ 또는 소 = 199 일 때 


| Z 1 _Z 2|min =2rSin ^ 
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례 17. 복소수 z 1; z 2 , z 3 의 편각들이 각각 a, /3, / 이고 
卜卜！，:|■卜 灰, \z 3 \ = 2-k, z , + z 2 + z 3 =0 
이 라고 하자. A ： 가 어 떤 값일 때 cos ^ 公一지는 최 대값과 최 
소값을 취할수 있는가? 이때 최대값과 최소값을 구하여라. 
(S0[) Zj =cos 公 + /sina 

z 2 = 소 (cos J3 -\-isin J3) 
z 3 = ( 2 -A ： Xcos 7 H-zsin y) 


그런 데 Zj + z 2 + z 3 = 0 이 므로 

[cos a + A ： cos/? + (2-A:)cos^ = 0 
[sin a 4-A: sin/?+ (2- 쇼 ) sin / = 0 

[cos 公 r = {k - 2)cos y-k cos J3 ① 

[csina = (A:-2)sin ，一 소 sin" ② 

① 2 + ② 2 하면 

\ = {k- 2) 2 cos 2 y + k 1 cos 2 (3 - 2k{k - 2)cos [3 cos y 

+ (A: - 2) 2 sin 2 / + k 1 sin 2 " - 2k{k - 2)sin (5 sin y 
= {k-l) 2 +k 2 - 2k(k - 2)(cos J3cos/ + sin p sin y) 

= {k- 2) 2 -\-k 2 - 2k(k - 2)cos(" - a) 

_k 2 -4k + 3 | 3 

2k{k-2) + 2k{k-2) 

그런 데 |cOS(y 公 - 서 으 1 이 므로 


2k{k-2)\ 


" 2 ~2k{k-2) <0 


따라서 스<及<- 
2 2 
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-- (소 = 1일때 최대) 

따라서 COS(y 公 一，)一 2 x 

-1 소 = |일 때 최소 

례 18. 복소수 Z 가 | z | = l 의 조건밑에서 움직인다고 할 때 |^3 z -2| 
의 최대값과 최소값을 구하여라. 

(풀이) z = 义 + 少/라고 하자. 여기서 x 2 + y 2 =1 

:|놓 - 뇨 - 2卜 |(z +1 ) 2 (z - 2거 = 누4 

十 1 •세 2 =(x + i ) 2 + y 2 = x 2 + y 2 + 2 x + l = 2 + 2 x ① 

■확■卜、/(ᄌ -2) 2 + y 2 = yl 5-4 x ② 

조건 X 2 +/=1 (-1으 JC 이) 이 주어져있으므로 식 •— ② 
는 령보다 크다. 

세 수의 산수평균과 기하평균의 관계식을 리용하면 
{2 x + 2)+(2 x + 2)+(5 - 4 x ) > 3\/(2 jc + 2) 2 (5 -4 jc ) 

3 3 >(2 jc + 2) 2 (5-4 x ) 

따라서 3 V 3> V (2 x + 2) 2 (5-4 x ) 

같기 기 호는 2 ;c + 2 = 5-4 ;c 일 때 성 립한다. 

이로부터 풀이는 jc = - 
2 

[£) +/=1至부터 y = ± Ao }^. 

이로부터 z = } - ± ^- i < Q _ 때 | z 3 -3 z - S |!^ 최대값 3々을 
가진 다. 

；c = — 1, 少 = 0일 때 _-3 z -2| 는 최대값 0을 가진다. 

례 19. 점 PU , 6) 는 복소수 고 에 대응하고 점 QU , 少)는 복소수 
2 z + 3 - 4 i 에 대 응한다. 만일 점 P 가 곡선 | z | = 1 에 서 이 동 
할 때 점 Q 의 자리길방정식을 구하여 라. 
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(풀이) 주어진 조건으로부터 z = a + bi 

x + yi = 2 (a + bi )+3 - 4 i 
= {2 a + 3) + {2 b -4 )i 

f x -3 

f^ = 2a + 3 즉 卜 ]— 

\y = 2 b -4 기 j 公 —少 + 4 

{ 2 ~ 

점 P ( a , ZO 는 곡선 _=1 에서 이동하기때문에 


a 2 +b 2 =1 즉 I 


부 H 수 

점 Q 의 자리길방정식은 &-3) 2 +(>； + 4) 2 =4이다. 

례 20. 복소수 z 는 | z + | = l 을 만족한다. z 의 절대값은 r 이고 
편각은 0이 다. 

1) 산가 취함수 있는 값범위를 구하여라. 

2) r 가 취할수 있는 값범위를 구하여라. 

(풀이) 1) z = r ( cos ~ + /sin 分)이면 


— = — (cos^-Zsin 0) 
z r 

그，게 卜丄 |=i 이라 

[•(COS 0 + i sin 0) + - (cos 0 - i sin 分) | = 
이로부터 


6>- — sin^l 


|^r cos 6 + — cos 0 j + sin 
이므로 

r 2 +^ + 2cos 26^ = 1 
r 

따라서 2cos2^ = l-fr 2 +^-l<l-2 = 
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-1<cos26>< —— 


따라서 2k7T + — <2e<2k7r + — 

3 3 

kn : + — <6 < kn : + — 

3 3 

2) r 2 +\ = \ - cos 2^ 
r 

-1<1-cos2 分 <3 ， r 2 +\>2 


이므로 


2<r 2 + —<3 


그런데 r 2 + ᅩ >2 는 늘 성 립하므로 戶 +ᅩ<3을 만 
족하면 풀이는 ( 

V 5-1 


이호土! 
2 2 
례 21. 그림 7-1 에서 보여주는것처럼 
AABC 에 서 각 A 는 직 각이고 
매개 변의 밖으로 바른4각형 
BAFE , CBGH , ACIR 를 만들 
고 EG 와 IH 를 맺으면 EG 2 + 
HI 2 = 5 BC 2 임을 증명하여라. 
(풀이) A 는 복소수평 면의 원점 이고 AB , 
AC 는 각각 실축과 허축의 정방 
향이 다. 

z B = b , zg 는 ci 라고 하면 



少' 

사 

少 

H 


c 

\ 




l \ 

z /, 

R A 

F 


B / x 


z E = 4 lb[cos (- 45°) + i sin (- 45°)]= b - bi 
Zj = yflc t (cos 45° + i sin 45°)= -c + ci 
z G =b + (ci - b ) (- i ) = b + c + bi 
z H = ci + ( 公 - ci)i = c + (b + c)i 


EG 2 + HI 2 =_- z e | 2 시 Zi - % | 2 
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= \b + c + bi-b + bi \ 2 + \c + (b + c)i + c — : il | 2 
여 2 + \2 c + bif = c 2 +46 2 +4 c 2 + b 2 
= 5[ c 2 + b 2 ) = 5 BC 2 
따라서 EG 2 + HI 2 = 5BC 2 이다. 

2) 련습문제 
- 선택문제 

1 . z = a + bi ( a , be R ), r =、 la 2 + b 2 , " = arg z 이고 점 (a, b ) 가 4 사 

분구에 있다면 ( ) 이다. 

A. 6 = arcsin— B. 0 - arccos— 

r r 

C. 分 : arctan— D. 6 - n - arccos— 

公 r 

2. z = r(cos 分 + /sin。) 는 0 아닌 복소수 고 의 삼각형식이라고 하면 

i ■의 삼각형식은 ( ) 이다. 

z 

A. -(cos^ + /sin^?) B. - [cos (- ( p ) + i sin (- ^?)] 

r r 

C. r[cos (- < p ) + i sin (- ^?)] D. 우의 답이 아니다. 

3. 공액인 두 복소수의 차는 ( ) 이 다. 

A. 허수 또는 순허수가 아니 다. B. 순허수 

C. 0 D. 순허수 또는 0 

4. _ g 3 z = l -12 z •라고 하면 고는 ( )이다. 

A. -1 + 12/ B. -~ + —i 

5 5 

C. 3 + 4/ 또는 -~ + 4 i D. 3 + 4/ 

5 

5 . 점 z 7} 실축과 허축에서 움직 인다면 w = z 2 +l + 2z • 의 복소수평면 
에서의 자리길은 ( ) 이다. 

A. 직선 B. 두 평행직선 

C. 두개의 서로 다른 수직 인 직선 

D. 서로 사귀는 두개의 포물선 
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- 빈칸재우기문제 



7. 복소수 z = l-cos 쓰 + /sin 쓰의 편각의 엄지각은 이다. 

7 7 — 

8. z = —^ 이 주어졌다. zeR 이면 최소의 정의 옹근수 n = 

13 + V3/J 一 

9. z = cos 증 + ’ sin 증이면 |z + 2 z 2 +3 z 3 +". + 12 z 12 卜_ 

10. | z | = l 이라고 하면 |々一 z '- z | 의 최대값은 _이고 최소값은 _이다. 

11. 방정■착 x 3 +ax + 6 = 0 ( a , Z ? e R ) ^ 주어졌다고 하자. 한 풀이가 
1일 때 a , 6의 관계 는 _이 다. 또한 이 방정 식 의 다른 두개 의 
풀이 가 허 수풀이일 때 a 가 취 하는 값범 위 는 _이 다. 

- 해답문제 

12. « eN 이고 (1 + /)” 이 

1) 실수 2) 순허수 

라고 하면 « 의 최 소값은 얼마인가? 또한 대 응하는 수는 무엇 인가? 

13. OABCDE 가 복소수평면의 바른6각형 이고 정점 A 에 대응하는 복소 
수는 2+ 2/라고 하자. 정 점 D 에 대 응하는 복소수를 구하여 라. 

14. 복소수범위에서 방정식 ; c 4 + ᅩ + ; c 2 + ᅩ =4를 풀어라. 

X 4 X 2 

15. | z | = l 이고 z 농±1이 라고 할 때 즈=1은 순허수이라는것을 증명하 

I I Z + 1 

여라. 

16. z = a + (6 #0) 이라고 할 때 Z +n (사〉 0) 이 실수이기 위한 

z 

필 요충분조건틀 | z | = « 이 라는것 을 증명 하여 라. 

17. Zj = 1 + cos 2 (l + a ) + i sin 2 (l + a ) 
z 2 = 1 - cos 2 (l - a ) + i sin 2 (l - a ) 

이고 0< a < 승이 라고 할 때 jk 삶 | z 2 | 의 크기를 비교하여라. 
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18. { zJ 은 같은비수렬이다. 즉 z x =\, z 2 = a + bi , z 3 =b + ai (a > 0) 

1) z n 을 구하여 라. 

2) 첫 100번째까지의 마디들가운데서 몇개의 마디가 순허수인가? 
그의 합을 구하여 라. 

19. 복소수 고 는 다음 조건들을 만족시킨다. 

(1) 절 대 값은 a 와 갈다. 

(2) 실수부와 허수부의 적과 합은 서로 갈다. 

이때 다음 물음에 대 답하여 라. 

1) 조건 (1) 은 무슨 곡선을 표시하는가? 그리고 그림을 그려 라. 

2) 조건 (2) 는 무슨 곡선을 표시하는가? 그리고 그림을 그려 라. 

20. 복소수를 리 용하여 cos — + cos — + COS —-2] 값을 구하여 라. 

21. 복소수 Zj = 2 (cos a + i sin a ), z 2 = 3( cos J 3 + isinJ 3)^\ 주어 져 있고 

- z # 2 -궁 iZ 2 + z 2 궁 2 = 7 을 만족한다. 石 은 복소수평면에서 
점 A 에 대응하고 z 2 는 복소수평면에서 점 B 에 대응하고 점 ◦는 
자리 표원점 이라고 할 때 AOAB 의 면적 을 구하여 라. 

3) 자체시험문제 

- 빈칸재우기문제 

1 . 복소수 - 2/(3 + 삯 2 3 4 5 6 + 4 /Xl + i ) 의 절대값은 _이 다. 

2 . _#厂=一 

3. A = | 2jp |= 2, z e c }, B = 金*^,흔 .2, zeC ^ 일 때 AHB =_ 

4. 방정 ^ |_-/ + 2/ 99 =l + z 의 풀이 는 _ 이 다. 

5. 벡 토르 OZ 에 대 응하는 복소수는 - 1 + / 이 다. OZ 를 시 계 바늘반대 방 
향으로 120° 돌려 을 엄었다. 벡토르 Z & 에 대응하는 복소수 
는 _이 다. 

- 선택문제 

6. ', z 2 가 복소수라고 할 때 '+ z 2 가 실수이기 위하여서는 z 1； z 2 

의 공액복소수는 ( ) 이다. 

A . 충분조건 B . 필요조건 

C . 필요충분조건 D . 우의 답은 아니다. 
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7. 산 <；T 일 때 복소수 co 내 + ’ s 一 의 엄지각은 ( ) 이다. 

4 cos 分一 / sin 2分 

A . 2 k-W B . W -2 n C . 30 D . 6 

8. x 가방정식 JC 3 = l (; ceC ) 의 한개 풀이이고적 ( l-x + x 2 \l + x - x 2 ) 

은 ( ) 과 갈다. 

A . 1 B . 2 C . 4 D . 1 또는 4 

9. 복소수 cosf + /sinf 를 « 제곱하여 얻은 적 이 그의 공액복소수와 

갈으면 «의 값은 ( ) 이 다. 

A . 3 B . 12 C . 6 k D . 6 k + 1 ( kez ) 

10. 와는 복소수평면의 임의의 점이고 고 의 절대값이 1인 임의의 

2 WZZ -& 이면 씨 가 표시 하는 점의 자리길은 ( ) 이 다. 

A . 원의 중심 이 ' 이 고 반경 이 1인 원 

B . 원의 중심이 一고에 대응하는 점이고 반경이 1인 원 

C . 원의 중심이 으에 대응하는 점이고 반경이 丄 인 원 

2 2 

D . 원의 중심이 一으에 대응하는 점이고 반경이 丄인 원 

2 2 

- 해답문제 

11. 다음 조건을 만족하는 복소수 고 에 대 응하는 점 의 모임 이 표시하 
는 구역을 그려 라. 

1) 2<,/|<3 

2) |2 z - l -/| 브 4이 고 —7 T < argz < —n 

4 4 

12. 복소수평면에서 _ a ( a >0) 이라고 하자. 복소수 세 z + fj 이 
표시하는 점의 자리길을 구하여 라. 

13^；^ 1, Zj 농 z 2 이 면 = 1 임 을 증명 하여 라. 

14. 방정식 2 i +，一32 + nog 6 ;c = /( l - log 6 少)의 실수풀이를 구하여라. 
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8. 순렬과 조합，2마디공식 


1) 문제풀이방법 

례 1. 5명 에게 5가지의 서 로 다른 일을 맡기 려고 한다. 

1) 지정된 한 사람에게 그가운데서 2가지 일이 차례지지 않 
도록 하는 방법은 몇가지인가? 

2) 어떤 한 사람에게는 첫번째 일이 차례지지 않게 하고 다 
른 또 한 사람에게는 두번째 일이 차례지지 않도록 하는 
방법은 몇가지인가? 

(풀이) 1) 지정된 한 사람에 게 2가지 일을 제외한 3가지 일가운데 
서 한가지 를 맡기 는 방법 은 A \ ， 나머 지 4명 에 게 나머 
지 4가지 일을 맡기는 방법은 A \ 

따라서 총 방법은 사 • A ᅮ =72( 가지)이다. 

2) 마찬가지 방법으로 첫 사람이 첫번째 일을，둘째 사람이 
두번째 일을 말을수 없다고 하자. 5명에게 5가지 일을 
맡기 는 방법 은 A ᅮ 이다. 

그가운데서 첫 사람이 첫번째 일을，둘째 사람이 두번째 
일을 말는 방법은 A 을 

또 첫사람이 첫번째 일을 맡고 둘째 사람이 두번째 일을 
말지 않는 방법은 Aj — A 용 

A ® - A 을 ~2( A 4 4 - A 용) = Ag -2 Aj + A ^ =78( 가지) 
례 2. 매개 수자가 서로 다르며 1의 자리수와 천의 자리수와의 차 
의 절대값이 2인 네자리수는 몇개 인가? 

(풀이) 천의 자리수와 1의 자리수는 다음의 8개 묶음으로 된 모임 
들가운데서 선택가능하다. 

{9, 7}, {8, 6}， {7, 5}，{6, 4}，{5, 3}, {4, 2}，{3, 1}, 

{ 2 , 0 } 

마지막 묶음은 0이 천의 자리수로서 불가능하다. 

... ( C ； • A ^+ l )- A 8 2 =840 (개) 

례 3. 어떤 학급에 남학생 20명 과 녀학생 15명 이 있다. 5명 을 선출 
하여 그가운데서 적 어도 2명 이 녀학생 이 되게 하는 선발방법 
은 몇가지인가? 

(풀이) Cf 5 • C 뇨 + C 、 C 뇨 + C 요 ■ C 1 20 + C ;;=236453( 가지) 
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( X 居 방법) 이 5 _及 J ) - c 요 ■이 5 =236453 (가지 ) 

례 4 . 수렬 {、} 이 있다. a „ 니一^니 에” 일 때 첫째 마디부터 
51번째 마디까지의 합을 구하여라. 

( SOI ) s 5 i = i - cf 00 + C ^ 00 ~ C 6 m + Ci 00 - ••• + (-1) 게- 1 ) +_•• 

I p 100 
' ᄂ -， 100 

한편 (l + 0 100 =-2- 50 

(l + O 100 =l + cj 00 z + c 2 l 00 i 2 + C 3 m i 3 + … + ci 》 100 
= 1 + C 100 ’ — C 100 - C j 00 i +C loo + C loo ’• 

- C iV + … + c =o, _C ioo _ c =o, +C ioo 

= (1 -Cfoo + C 뇨 - C ® 00 + … + C = 0 ，' - Cio 0 + Cjoo ) 

+ i ( 이 00 - C W0 +C 100 - C Z) 

두 복소수가 서로 갈으므로 실수부도 서로 갈다. 

... l - cf 00 + C ^ 00 - C ® 00 + … + Cig 0 i - C ^ 0 0 + C[oo = -2 50 
례 5. 2 12GG 을 5 로 나눌 때 나머지는 얼마인가? 

(풀이) 2 1200 = 8 400 =(5 + 3) 400 = 5 400 + Ci 00 5 399 - 3 1 +…+ 3 400 

2마디전개식에서 앞의 400마디는 5의 배수이므로 3 4GG 을 5 
로 나눌 때 나머지를 구하면 된다. 

3 400 = 81 100 =(5 xl 6 + l ) 100 + C ; 00 _ 

따라서 구하려는 나머지는 1이다. 

2) 련습문제 
- 빈칸재우기문제 

1. A :=272， C :=136 일 때 n = _ ， m= _이다. 

2. 5개의 수자 1，2, 3, 4, 5가운데서 2개 수를 취하여 밑수와 진수로 하 
는 로그수를 만드는데 서 로 다른 수는 _개 만들수 있다. 

3. 99 1G 을 100으로 나눈 나머 지 는 _이 다. 

4. ( x -2) 6 의 전개 식 에서 다섯째 마디 가 480이 다. 이때 x = _이 다. 

5. (1 + jc)+(1 + jc) 2 +(1 + jc) 3 +." + (1 + jc) 10 의 전개식에서 x 2 4 곁 수의 
총합은 _이 다. 


124 




- 해답문제 

6. 평면 보에서 4개의 점을 잡고 평면 자에서 5개의 점을 잡아 이 9개 
의 점으로 다음의 도형을 최대로 몇개 만들수 있는가? 

1) 직선 2) 평면 3) 3각쁠 4) 4각률 5) 5각룰 

7. 남학생 9명 ( A , B , C , D , E , F , G , H , I ) 과 녀 학생 7명 ( a , b ， 
c , d , e , f ， g ) 가운데서 5 명의 선수를 선출하는 방법에서 

1) 한명의 녀학생 이 있는 경우 

2) 적어도 한명의 녀학생이 있는 경우 

3) 기껏 2명 의 녀학생 이 있는 경 우 

4) 남학생 A 가 없는 경우 

5) 녀학생 a 와 남학생 A 가 반드시 있는 경 우 

6) 녀학생 a，b 두명 가운데 서 한명 만 있 는 경 우 

7) 녀학생 이 짝수명 있는 경 우 
는 각각 몇가지 있는가? 

8. m , « 에 관한 방정식 C ^ 1 : C : : C : +1 =2 : 3 : 4를 풀어 라. 

9. 안같기식 

1) xk \< P 之 

2) C ^< C 2 2 x 4 ~ 2 
을 풀어 라. 

10. 의 전개식 에서 상수마디는 (a + 스广의 결수들의 합 

보다 2 180만큼 크다. + 의 전개식 에서 결수가 최대 인 마 
디 를 구하여 라. 

11. (;c + 2 j ； + z ) 9 의 전개식에서 ?/ z 4 의 결수를 구하여라. 

12. « 이 자연수일 때 9" >(«+ 1)4" 임 을 증명 하여 라. 


3) 자체시험문제 


- 선택문제 

1. 1一9까지 9개의 자연수들가운데서 임의로 3개 수를 취하여 만든 수 
의 묶음 ( a , b , 신가 반드시 a > b>c 를 만족하게 되는 서로 다른 
수의 묶음은 ( ) 개이 다. 


A . 21 B . 28 


C . 84 


D . 343 
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2 - { 2 a ~ i ] 의 전개식에서 결수가 최대인 마디는 ( ) 이다. 

A. 여섯번째 B. 다섯번째 C. 다섯，여섯번째 D. 일곱번째 

3. « 이 자연수일 때 

( ) 과 갈다. 

A. 0 B. 1 C. (-1)" D. T 

- 해답문제 

4. «에 관한 안같기식 2<f$f<42 를 풀어 라. 

5. 학생 25명이 5행5렬로 대렬을 지으려고 한다. 그가운데서 3명이 
서로 다른 행，서로 다른 렬에 서게 하는 방법은 몇가지가 있는가? 

6. (jc + 少)”의 전개식에서 3，4，5번째 마디의 값이 각각 168, -70, 

^■ 이 다. x, 八 « 을 구하여 라. 
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9. 평면도령 


1) 문제풀이방법 

례 1. AABC 에서 정점 A 에서 BC 에 그은 수직선과 정점 B 로부터 
CA 에 그은 수직선의 사귐점을 H 라고 하고 AH, AB, BC 의 
가운데점을 각각 L, M, N 이라고 하면 ZLMN=ZR 라는것 
을 증명 하여 라. (그림 9-1) 

(풀이) AABH 에서 M, L 은 각각 변 AB, AH 의 가운데점 이므로 
ML //BH 

AABC 에서 M, N 은 AB, BC 의 가운데점 이므로 
MN //AC 

그런데 BH 丄 AC 이므로 ML 丄 MN 
^LMN=ZR 



3_9 — 1 _;9-2 


례 2. AB<AC 인 AABC 의 변 AB 에 점 D 를 그리고 AC 의 연장선 
에 점 표를 BD=CE 되게 잡으면 DE>BC 라는것을 증명하여 
라. (그림 9-2) 

(풀이) 평행 4 변형 BDEF 를 만들고 CF 를 맺으면 
CE=DB=EF 
- 方 . ZECF=ZEFC # 

또한 ZCED < ZC < ZB (바깥각의 성질) 

ZCED< Z0 ’ 

여기서 ZBCE=ZA_B 

ZEFB= ZBDE = ZA+ 4 答 ED 
식 透)로부터 ZBCE>^EFB 
식 數로부터 ^BCF>.Z-BFC 
BF>BC 

BF = DE 이므로 DE>BC 

례 3. 4 각형 ABCD 에서 네 변과 대각선의 가운데점을 각각 P, Q, 
R , S , M, N 이라고 하자. 이때 PR, QS, MN 은 한 점을 지 
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난다는것을 증명 하여 라. 

(풀이) 변 AB , BC , CD , DA , BD , AC 의 가운데점을 각각 P , Q , 
R , S , M , N 이 라고 하자. (그림 9-3) 

ABAC 에서 P , Q 는 각각 변 BA , BC 의 가운데점이므로 
PQ //AC 

마찬가지 로 SR //AC 

PQ // SR , PS//QR 
4각형 PQRS 는 평행4변형 이 다. 

AABC 에서 P , N 은 각각 변 AB , AC 의 가운데점 이므로 
PN //BC 

마찬가지 로 MR //BC 

PN //MR 
PM //NR 

따라서 4 각형 PMRN 은 평행 4 변형 이 다. 

OPQRS 에서 변 QS 의 가운데점은 변 PR 의 가운데점과 일 
치하고 OPMRN 에서 MN 의 가운데점은 변 PR 의 가운데점 
과 일 치한다. 

따라서 PQ , QS , MN 은 한 점 을 지난다. 




그림 9 一3 ag. t-4 

례 4. 4각형 ABCD 의 대각선 AC 의 가운데점을 보이 라고 하면 
Sabmd= — | S AABD - S ABCD | 

임 을 증명 하여 라. (그림 9-4) 

(SOI) Saabm = Sabcm. S ᅀ adm=Sadcm 이므로 

§4 각형 ABMD = §4 각형 CBMD 

4각형 ABMD 가 볼록일 때 4각형 CBMD 는 오목이므로 
S ᅀ ABD + S ᅀ bMD = SabCD—S ᅀ BMD 
... 2Sabmd = Sabcd - Saabd 
4각형 CBMD 가 볼록인 경우도 마찬가지 로 



2 S ᅀ BMD = S ᅀ ABD — S ᅀ BCD 

2 S ᅀ BMD = 송 3 敎知 D - S ABCD | 

례 5. 두 변 a , 스와변 a 의 맞은각 A 가 주어졌을 때 3각형을 그 
리면 두 3각형을 엄는다. 이 3각형의 셋째 변을 q ,*。 라고 
하면 b 2 = a 2 + c,c 2 라는것 을 증명 하여 라. 

(풀이) 변 소 와: ᅰ A 를 함께 가지 도록 두 3각형 쇼라(：와 AB 2 C 를 
그리고 BiC=B2C=a, CA=b, ABi=ci， AB2=C2 라고 하 
자. (그림 9~5) 

정점 C 에서 ABi 에 그은 수직선의 밑점을 D 라고 하였을 때 
BfzBgC 로부터 D 는 BiB 2 의 가운데점이다. 이때 
b 2 -a 2 =AC 2 -B.C 2 
= AD 2 - B 1 D 2 

= ( ad + b 1 dXad - b 1 d ) 

이고 이므로 

(AD + BiDXAD - 라1)) = AB, • AB 2 
b 2 - a 2 = AB X - AB 2 = CjC 2 
公 2 = a 2 + CjC 2 


C 



If!! 9-5 Ztg{ 9-6 


례 6. 평행 4 변형 ABCD 의 대각선 AC, BD 의 사귐점을 ◦라고 하고 
O 와 변 AB 의 임의의 점 E 를 맺고 DE 와 AO 의 사귐점 묘와 
묘를 맺는다. 변 BF, OE 의 사귐점과 A 를 맺는 직선과 BD 가 
사귀 는 점 을 G 라고 하면 G 는 AABC 의 무게 중심이 라는것 을 
증명하여 라.(그림 9-6) 

(풀이) AABO 에서 AG, BF, OE 는 한 점 에서 사귀므로 체 바의 정 
리 에 의하여 
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BG OF AE _ i 
GO FA EB _ 

또한 E, F, D 는 한 직선에 놓이므로 
BD OF AE _ i 
DO FA EB " 

. BG FA EB BD 
■ ■ GO _ OF AE _ DO 

따라서 점 O 는 평행 4 변형의 대각선의 사귐점 이므로 
BD _ 2 
DO _ 1 

ᄌ BG 2 

~ -= — 

GO 1 

점 O 는 변 AC 의 가운데점 이고 G 는 변 BO 를 2:1 로 내분하 
므로 AABC 의 무게 중심이 다. 

례 7. 한 변의 길이가 a 인 바른 5 각형의 대각선의 길이를 구하여 라. 
(풀이) 바른 5 각형을 ABCDE 라고 하고 대각선 AC, BD 를 그으면 
A ABE, ABCA 에서 

EA=AB=BC, 

ZEAB=ZABC = 108° 

AABC = ABCA BE = CA 

마찬가지로 다른 대각선도 모두 갈으므로 변 AC 의 길이를 
구한다. 

AB=BC, ZABC = 108° 

•^BAC=- (180° 一 108° )=36 。 

2 

같은 방법으로 ZBAC = 36° 이므로 변 AC, BE 의 사귐점을 
F 라고 하면 

ZCBF = 108° 一 36° =72° 

、 k©BF = 36° +36 。 =72° A 

CF=BC=a 

또한 AFAB^oABCA 이므로 
FA BC 
AB = AC 

FA • AC=AB • BC 
AB=BC = CF=a 이 므로 AC=jc 라 C D 
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고 하면 


FA = x-a 
(x - a)x = a 1 



1±V5 

-公 

2 


례 8. AABC 의 밑변 BC 의 한 점 P 로부터 변 AB , AC 에 각각 평 
행으로 직선 PQ , PR 를 긋고 변 AC , AB 의 사귐점을 각각 
Q , R 라고 하여 OARPQ 를 만들 때 그 면적 이 가장 크게 되 
는 점 p 의 자리표를 구하여 라. 

(SOI) i 法 oa 衣 pq=Saabc — S ᅀ rbp —S ᅀ qpc 

ᅀ쇼묘03ᅀ묘묘1 3 00ᅀ(31 3 (：이므로 BC = a , 8므=；(：로 놓으면 

$AABC _ S A RBP _ ^APQC 

« 2 x 2 (a - x ) 2 



2 S AABC ^) 


이때 프 | 는 일정하며 나 a -시는 乂 = 쓰일 때 가장 큰 값을 
a ， 2 

가진 다. 

따라서 OARPQ 의 면적 은 乂 = 쓰일 때 즉 P 가 BC 의 가운 
2 

데점 일 때 가장 크게 된다. 

례 9. AABC 의 외접원 ◦의 원둘레의 한 점 P 로부터 BC , CA , 
AB 또는 그 연장선에 그은 수직선의 밑점을 각각 L , M , N 
이라고 하면 세 점 L , M , 자은 한 직선에 놓인다는것을 증명 
하여라. 

(풀이) 원 에 내 접하는 4각형 ABPC 에 서 
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z NBP = z ABP “建 MCP ① 

또한 ANBP 와 AMCP 에서 식 ①이 성 립 하고 한편 
JBNP = Z CMP = 90° 이므로 

ZNPB=ZMPC ② 

._ BNP=ZBLP = 90° 이므로 네 점 B , P , L , 자은 한 원둘 
레에 놓인다. 

ZBLN=ZNPB :■ 

또한 ZCMP 너之 CNP = 90° 이므로 네 
점 C , M , P , L 은 한 원둘레에 놓인다. 

ZCLM=ZMPC © 

식 ②，③, ④로부터 
ZBLN=ZCLM 

한편 ZBLN4 ZCLM 은 변 BC 의 반 
대쪽에 있으므로 세 점 L, M, N 은 한 
직선에 놓인다. 

례 10. AABC 의 변 BC 의 가운데점을 보이라고 하고 점 A , M 을 
지나는 임의의 원둘레가 변 AB , AC 를 자르는 점을 각각 
D , 표라고 할 때 점 B , D , M 을 지나는 원과 점 C , E , M 
을 지 나는 원은 반경 이 갈으며 서 로 접 한다는것 을 증명하 
여라. 

(풀이) 변 EM 의 연장선이 점 B , D , M 을 
지나는 원둘레와 사귀는 점을 F 라 
고 하고 점 M , 이를 맺자. 

원에 내접하는 4각형 ADME 에서 
.■: EM=ZADM 
원에 내접하는 4각형 BDMF 에서 
ZADM=ZBFM 
ZCEM 국호 BFM ① 

또한』!: ME=ZBMF (맞문각) ■: 

ACEM 과 ABFM 에서 식 ②가 성립하고 한편 BM = 
MC 이므로 

ACEM = ABFM 

따라서 점 B , F , M 을 지 나는 원 즉 점 B , D , M 을 지 나는 
원과 점 C , E , M 을 지나는 원은 합동인 3각형의 외접원으 
로서 갈다. 

다음으로 점 보에서 점 C , E , M 을 지 나는 원의 접선 TMS 
를 그으면 
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，怒 MB = ZTMC=ZCEM 
한편 식 ①로부터 ZSMB=ZBFM 

그러므로 직선 TMS 는 점 B , D , M 을 지나는 원에 접하며 
따라서 점 B , D , M 을 지 나는 원과 점 C , E , M 을 지 나는 원 
은 서로 접한다. 

례 11. 사귀는 두 직선으로부터의 거리의 합이 일정한 점의 자리길 
을 구하여 라. 

(풀이) 점 ◦에 서 사귀 는 두 직 선을 XX ' , YY ' 라고 하고 ZXOY 안 
에서 생각하자. 

반직선 OX 에 점 A 를 찍고 점 A 로 
부터 직 선 YY ' 에 수직 선 AQ 를 그 
어 AQ=a (일정)되게 하면 A 는 일 
정한 점 이 다. 

4 XOY 안에 조건에 맞는 임의의 점 
모를 잡고 점 P 로부터 반직선 OX , 

◦구에 각각 수직선 PH , PK 를 긋고 AQ 에 수직선 PR 를 그 
으면 

PK + PH=a (일정) 

AP 의 연장선과 반직선 OY 가 사귀는 점을 B 라고 하면 
AAPH , ᅀ PAR 에서 

PK + PH = RQ+AR 
PK = RQ 이므로 PH=AR 
또한 AP 는 공통변이 고 ZAHP=ZPRA 
AAPH=APRA 
ZHAP=ZPAR 

그런데 PR // BQ 이므로 ZOAB=ZOBA 
... AO=BO 

즉 점 P 는 일정한 선분 AB 에 있다. 거꾸로 선분 AB 의 임 
의의 점을 P 라고 하고 P 로부터 OX , OY , AQ 에 각각 수직 
선 PH , PK , PR 를 그으면 AAPH , APAR 에서 ZAUP = 
iPRA , vjHAP = ZRPA , AP 는 공통 
AAPH=APAR 
PH=AR 

이로부터 

PH + PK = AR + RQ = AQ =a 
즉 점 모는 조건에 맞는다. 

각 ZX ' OY , ZX ' OY ' , ZXOY ' 안에 서 도 우와 같은 방법 
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으로 생각할수 있으므로 구하려는 자리길은 직4각형 ABCD 
의 둘레 이다. 

례 12. 한 직선에 세개의 일정한 점 A , B , C 가 차례로 주어졌을 때 


노. ᅵ邊 APB=ZBPC 
인 점 근의 자리길을 구하여 라. 
(풀이) 1) AB < BC 인 경우 
주어진 직선에 


AD AB 
DC _ BC 

로 되는 점 D 를 찍는다면 D 는 일정한 
점 이 다. 

조건에 맞는 점 P 를 찍으면 선분 BP 
는 ZAPC 의 2등분선이다. 따라서 


PA _ AB 
PC _ BC 


(일정) 


P 



ABC 
■J — 12 


이 로부터 점 P 는 일정한 선분 BD 를 직 경 으로 하는 원둘레 
에 놓인다. 

거꾸로 이 원둘레의 임의의 점을 모라고 하자. 

ZBPD=ZR 또는 쓴 CPB = ZBPA ， 로 되는 점 시 는 선분 
BD 를 직경으로 하는 원둘레에 놓인다. 

거꾸로 이 원둘레의 임의의 점을 모라고 하자. 

ZBPD=ZR 또는‘， CPB = ZBPA ' 로 되는 점 시 를 선분 
BD 에 찍으면 PD 는 ZA'PC 의 바깥각의 2등분선이다. 
따라서 


PC BC PC 
PA ' ~ A'B ~ CA ' 


BC 


A'B 


DC DA ' 


그런데 


뜨 _프씨 뜨_스트 
AB DA DC DA 


. A，B _ AB 
. . DA , _ DA 

A , A ' 는 선분 BD 의 점 이 므로 일 치한다. 
따라서 ZAPB = ZBPC 이므로 조건에 맞는다. 



(풀이) 


따라서 구하려는 자리길은 일정한 선분 BD 를 직경으로 하 
는 원둘레 이 다. 여 기서 점 B , D 는 제외한다. 

2) AB〉BC 인 경우 

우와 같은 방법 으로 생각할수 있다. 

3) AB = BC 인 경우 

자리길은 선분 AC 의 수직2등분선이다. 여기서 점 B 는 제외 
한다. 

일정한 직 선 XY 에 대 하여 갈은쪽에 일정 한 두 점 A , 모가 
있다. 표구에서 한 점 P 를 구하되 ZAPX — ZBPY = a (일정 
한 각)로 되게 하여라. 

점 모가 구해졌다고 하고 직선 
XY 에 관한 점 B 의 대 칭점 B ' 를 A c 
찍은 다음 B ' P 의 연장선에 점 C 、、、】〜 

를 잡으면 

ZAPC = ZAPX - ZCPX 
= ZAPX-ZBTY 



= ^： APX - ZBPY = 


■회운一 13 


ZAPB ，= 180 °-a 

그리기] 직선 XY 에 관한 점 묘의 대칭점 B ' 를 찍고 AB ' 를 
활줄로 하여 180 °-a 를 포함하는 활등을 X 방향으 
로 만들어 직선 XY 와의 사귀는 점을 P 라고 하면 P 
가 구하려 는 점 이 다. 

례 14. 일정한 두 점 A , 묘를 지 나면서 일정한 원 O 에 접 하는 원을 
그려라. 

(풀이) 구하려는 원과 주어진 원 ◦와 
의 접점을 C 라고 하고 C 에서의 
공통접선과 직선 AB 가 사귀는 
점을 P 라고 하자. 

점 P 로부터 원 ◦에 임의의 가 
름선 PDE 를 그으면 

PD • PE = PC 2 = PA • PB 
이므로 점 A , B , C , D 는 같은 
원둘레에 있다. 9-14 

따라서 점 P 는 선분 AB 와 DE 의 사귐점으로 점 P 가 정해 
진 다. 

점 A , B 를 지나며 원 O 와 사귀 는 하나의 원을 그리 
고 그 사귀는 점들을 D , 표라고 하자. 
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선분 AB 와 DE 가 사귀는 점 P 로부터 원 O 에 접선 
을 긋고 접점을 C 라고 하면 세 점 A , B , C 를 지나 
는 원은 구하려는 원이다. 

答到 PC 2 = PD • PE = PA • PB 


따라서 세 점 A, B, C 를 지나는 원은 점 C 에서 선분 
PC 에 접 하고 또 점 C 에서 원 O 에 닿는다. 

^1] 풀이는 일반적으로 2개 있다. 

례 15. 일정한 직선 XY 의 같은쪽에 일정한 두 B 

점 A, B 가 있다. 직선 표구에서 점 P 를 A\ /I 

구하되 AP+BP 를 가장 작게 하여라. '、之’ ; 

(풀이》기] 점 묘의 직선 표구에 관한 대칭점 X P ''、、 ： Y 
B' 를 찍고 AB' 와 XY 가 사귀는 '' ： B ' 

점을 P 라고 하면 P 는 구하려는 그림 9 一 15 

점 이 다. 

_ 직선 XY 에서 점 P 밖의 임의의 점을 P ' 라고 하면 
BP = B , P , BP ，= B ， P ' 


... AP ，+ BP ，= AP ，+ BP ， 


> AB , = AP + B , P = AP + BP 
따라서 AP + BP 는 가장 작다. 


2) 련습문제 
- 선택문제 

1. 다음의 4개 명제들가운데서 정확한것은 ( ) 이다. 

1) 대응하는 두 변과 그가운데서 대응하는 한 변에 그은 가운데선 
들이 각각 서 로 갈은 두 3각형 은 합동이다. 

2) 대응하는 두 각과 그가운데서 대응하는 한 각의 2등분선이 각각 
서 로 갈은 두 3각형 은 합동이다. 

3) 대응하는 두 변과 나머지 변에 그은 높이가 각각 서로 같은 두 
3각형 은 합동이다. 

4) 대응하는 두 변과 그 사이각의 2등분선이 각각 서로 같은 두 
3각형 은 합동이다. 

A . 1), 2), 3) B . 1), 2), 4) 

C . 1), 3), 4) D . 2), 3), 4) 

2. 다음 명제들가운데서 정 확한것은 ( ) 이 다. 

A . 대각선이 서로 같은 평 행4변행은 직4각형 이 다. 

B . 한 쌍의 맞은변이 평행이고 한 각이 직각인 4각형은 직4각형이다. 

C . 대 각선 이 서 로 수직 인 평 행 4변형 은 직 4각형 이 다. 
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D . 대각선이 서로 같은 4각형은 직4각형 이 다. 

- 해답문제 

3. 어떤 도형과 그를 회전이동하여 얻은 다른 도형만이 주어졌을 때 
회전중심과 회전각을 찾을수 있는가? 

4. 직2등변3각형 ABC 의 정점 A 로부터 밑변 BC 에 평행인 직선을 C 쪽 
으로 긋고 그 직선에 점 E 를 BE=BC 되게 잡는다. AC , BE 의 사귐 
점 을 표라고 하면 3각형 CEF 는 2등변3각형 이라는것 을 증명 하여 라. 

5. 평 행 4변형 의 아낙각의 2등분선들은 린접한 두 변의 차와 갈은 대 각 
선을 가진 직 4각형 을 만든다는것 을 증명하여 라. 

6. 3각형의 한 정점에서 나가는 2등분선, 가운데선，높이의 연장선과 
외접원둘레와의 세 사귐점들을 알고 그 3각형을 그려 라. 

7. 직4각형 ABCD 에서 AB = a , BC = 2 a 이 고 정점 D 로부터 AC 에 그 
은 수직선의 밑점을 E 라고 할 때 BE 의 길 이를 a 로 표시하여 라. 

8. 4각형 ABCD 에서 AB 2 + CD 2 = CD 2 + DA 2 이면 정점 B , D 는 대각선 
AC 의 가운데점으로부터 같은 거리에 있다는것을 증명하여라. 

9. 반경이 a 인 원 O 에서 그 반원둘레 AB 를 6등분하여 생기는 점들가 
운데서 A 또는 묘에 가장 가까운 점 P 및 Q 를 맺는 활줄 PQ 를 
직 경 으로 하는 원 ◦' 를 그리 자. 이 때 O 와 O ' 의 부분으로 둘러 싸 
인 두 초생달모양의 면적 S 1? 、의 합을 구하여 라. 

10. 일정한 원 ◦안의 일정한 점 A 를 잡고 원둘레 를 따라 움직 이 는 점 
을 Q 로 하였다. AQ = QP 토 되는 점 모를 AQ 의 연장선에 찍었을 
때 점 때 자리길을 구하여 라. 

3) 자체시험문제 

- 선택문제 

1 . 다음 명 제 들가운데 서 정 확한것 은 ( ) 이 다. 

A . 합동인 두 3각형은 점대 칭 이다. 

B . 대각선이 서로 2등분되는 4각형은 점대칭도형이다. 

C . 대 각선이 서 로 수직 인 4각형 은 축대 칭 도형이 다. 

D . 두 3각형의 대응하는 점들을 련결할 때 한 점을 지나면 이 두 
3각형 은 점대 칭 이다. 

- 해답문제 

2. 3각형 ABC 에서 무게중심을 G , 내심을 I 라고 할 때 GI 가 BC 에 평 
행 이 면 이 3각형 은 어 떤 3각형인 가? 

3. 평행인 직선 AB , CD 와 그사이에 두 점 E , 표가 있다. 등변4각형을 
그리되 두 변은 평행인 직선에 있고 나머지 두 변은 각각 주어진 
점 들을 지 나도록 하여 라. 
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4. 일정한 선분 AB 의 일정 한 점 을 C 라고 하자. 점 C 를 지 나 AB 에 
수직으로 그은 직선의 임의의 점을 P 라고 하고 직선 AP , BP 에 점 
C 로부터 내린 수직선의 밑점을 각각 Q , R 라고 하면 직선 QR 는 
늘 일정한 점을 지 나든가 또는 늘 AB 에 평행임 을 증명하여 라. 

5. 3각형 ABC 의 변 BC 의 한 점 P 로부터 변 AB , AC 에 각각 평 행 인 
직선을 그어 AB , AC 와의 사귐점을 각각 Q , R 라고 하여 평행4변 
형 ARPQ 를 만들 때 그 면적이 가장 크게 되는 점 P 의 자리를 구 
하여 라. 

6. 한 직선에 세 점 A , B , C 가 차례로 있다. 점 
A 로부터 점 B 와 C 를 지나는 원둘레에 접선 
을 그었을 때 접점 P 의 자리길을 구하여 라. 

7. 그림 9- 16에서 빗선친 부분의 면적과 원의 
면적 의 비 는 CD:AB 이 다는것 을 증명하여 라. 

8. AABC 의 밑변 BC 에 두 점 D , E 를 BD = 

CE 되게 잡으면 

AB + AOAD+AE 
임 을 증명 하여 라. 

9. 이웃한 두 변의 길이가 a , 스 ( a >6) 인 직4각형 ABCD 의 정점 C 가 
A 에 겹치도록 접 었을 때 그 접 어서 생긴 선의 길이를 구하여 라. 
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10. 공간도형 


1) 문제풀이방법 

례 1. 둘씩 서로 사귀는 4개의 직선은 최대로 몇개의 평면을 이루 
는가? 

(풀이) 둘씩 서로 사귀는 4개의 직선은 4가지 경우로 갈라볼수 있다. 
첫 경우: 둘씩 서로 사귈 때 사귐점이 서로 다르다. 즉 6개 
의 사귐 점 을 지난다. 이 때 4개 의 직 선은 1개 의 평 
면만을 결 정한다. 

둘째 경우: 4개 직선이 공통점을 가지며 4개 직선이 한 평면 
에 놓인다. 이때에도 1개 평면만을 결정한다. 

셋째 경우: 4개의 직선이 공통점을 가지며 세 직선이 한 평 
면에 놓인다. 이때 에 는 4개의 평면을 결정한다. 
넷째 경우: 4개의 직선이 공통점을 가지며 세 직선이 한 평 
면에 놓이지 않는다. 이때에는 6개의 평면을 결 
정 한다. 

따라서 최대로 만들수 있는 평면은 6개 이다. 

례 2. 세개 평면이 둘씩 서로 사귀며 세개의 서로 다른 사귐선을 
가진 다는것 을 증명하여 라. 

(_) 세 평 면을 a, p, / 라고 하고 

a{\p = a, pC \7 = b, /C\cc = c 9 

라고 하자. / y \ 

한 평면에 놓이는 두 직선은 서로 사 c / \b 
귀거나 평행이므로 / a \ 

(1) afl 6=0 라고 하면 C ^-- - ---) B 

bey 시、 그/ 

이 므로 Oe /, aca 이 다. A 

Oea，c = /Da 이므로 회 10-1 

Oec 

따 라서 a, b, c 는 O 에 서 사권 다 . b 

(그림 10-1) /V 7\ 

(2) a //6 라고 하면 b<^y, a(ty / V _ a __l\ 

이 므로 a // 가 이 며 a //c 이 다. jyce 

따라서 a , c ■는 서로 평행이 

다. (그림 10-2) 10-2 


:적 1 ! 10-2 
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례 3. 바른4면체 A—BCD 의 모서리의 길이가 
a 이 고 E , 표는 모서 리 BC 와 AD 의 가 
운데점이다. EF 와 AB 가 이루는 각과 
AD 와 BC 사이 의 거 리 를 구하여 라. 

(풀이) 점 묘를 지나 EG//AB 되게 긋고 FG 
를 맺으면 EG 와 FG 는 각각 AABC 와 
AADC 의 중간선이혹'， FEG 는 서로 
다른 면에 놓이는 직선 AB 와 EF 가 
이 루는 각이 다. (그림 10-3) 

바른4면체 의 모서 리길 이 가 a 이 므로 


A 



EG = FG = 


a 

2 


AE = DE 이므로 AADE 는 2 등변 3 각형 이 다. 


AE = 은’ 


AF = 


公 

2 


EF 丄 AD 이므로 


EF = VAE 2 - AF 2 = —a 
2 

ᅀ EFG 에서 EF 2 = EG 2 + FG 2 
따라서 AEFG 는 직 2 등변 3 각형 이 다. 

이 로부터 ZFEG =45° 즉 EF 와 새가 이 루는 각이 45° 이 다. 
한편 EF 丄 AD 임 을 알수 있 다. 마찬가지방법 으로 


EF 丄 BC 


따라서 EF 가 서로 다른 면의 직선 AD 와 BC 의 공통수직선 
이다. 


瓦 氏 

EF=la 이므로 AD 와 BC 사이의 거 리는 la 이 다. 


례 4. 바른6각형 ABCDEF 의 변길이는 a , PA 
丄바른6각형 ABCDEF , PA=a 이면 P 
에서 BC 까지의 거리를 구하여라. 

(풀이) A 에서 BC 에 수직선을 긋고 그 밑점 
을 G 라고 하면 AG 는 PG 의 사영으로 
된다. 

PA 가 평면의 수직선이므로 세 수직선 
의 정리에 의하여 
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CG 1 PG 


■ W -4 



PG 의 길이는 모에서 BC 까지의 거리로 된다. 

PA = AB=a 이므로 AG=—a 
2 

APAG 는 직 3각형이 므로 

PG = VPA 2 + AG 2 = 、 ja 2 + 송 a 2 = 후 a 

례 5. 평면밖의 한 점에서 평면에 수직선과 두개의 빗선을 그었다. 
두개의 빗선과 평면이 이루는 각의 차는 45ᄋ，그 빗선의 평 
면우의 사영선의 길이는 각각 2 cm , 12 cm 이다. 이 점으로부 
터 평면사이의 거리를 구하여라. 

(풀이) 그림 10-5 에 서 수직 선을 PO=jc 라고 하면 
AO =12 cm , BO = 2 cm 


tanZPAO = — , tanZPBO = - 
12 2 
ZPBO = ZPAO = 45° 이 므로 
tan ( ZPBO - ZPAO ) = 


X X 

= 죠 끗 = tan 45° 

1 + 느 
24 


프 = 1 + 스 

12 24 


x 2 -10 jc + 24 = 0 



^림 10-5 


자 = 4, x 2 =6 

따라서 모에서 평면까지의 거리는 4 cm 또는 6 cm 
례 6. 1) 평면 a 밖의 한 점 근에서 평면에 길이가 같은 3개의 빗 
선을 긋고 그 끝점을 각각 A , B , C 라고 하고 O 는 
AABC 의 외심 이라고 할 때 OP 丄여 를 증명하여 라. 

2) 평면 ABC 밖의 한 점 P 에서 A ABC 
의 세 변까지의 거리가 서로 같고 O 
는 내심일 때 OP 丄평면 ABC 임을 
증명 하여 라. 

(증 S ) 1) PO , 丄평 면 ABC 되게 PO ' 를 긋고 
O ' A , O ' B , O ' C 를 맺 으면 O ' A , 

O ' B , O ' C 는 각각 PA , PB , PC 의 
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사영이다. 

PA=PB = PC 이므로 

0 , A =0 , B =0 , C 

따라서 O ' 는 AABC 의 외심 이고 O ' 와 O 는 일치한다. 
PO , 丄평 면 ABC 이 므로 PO 丄평 면 ABC 이 다. 

2) 모에서 AABC 의 세 변까지의 
거리를 각각 PD , PE , PF 라고 
하자. (그림 10-7) 
p ( y 丄평면 ABC 되게 ◦'를 잡 
고 O ' D , O ' E , ◦'표를 맺 자. 

이때 O ' D , O ' E , O ' F 는 각 
각 PD , PE , PF 의 사영이고 
AB 丄 PD , BC 丄 PE , AC 丄 PF 
이므로 세 수직선의 정 리 로부터 

0， D 丄 AB ， O ' E 丄 BC ， O ' F 丄 AC 
PD = PE = PF 이므로 

0 , C =0 , E =0 , F 



따라서 ◦'는 AABC 의 내 심 즉 ◦'와 ◦는 일치한다. 

P ◦，丄평면 ABC 이므로 PO 丄평면 ABC 
례 7. 4각틀 S — ABCD 에서 ZA = ZD =90°, DC =2 a , AB=AD 
= a ， SD 丄밑면 ABCD , SD = a , 점 보은 SA 의 점 이고 SM 
= jc , 평면 CDM 과 모서리 SB 가 사귀는 점을 P 라고 하면 

1) 4각형 DCPM 은 한 각이 직각인 제형 이 라는것 을 증명하 
여 라. 

2) a 와 x 를 리 용하여 이 제 형의 면적을 표시하여 라. 

3) jc 가 어떤 값일 때 CM 의 길이가 
최소로 되겠는가? 그리고 이 길이 
를 구하여 라. (그림 10-8) 

(풀이) 1) SD 丄밑면 ABCD , DA 丄 AB 이므 
로 SA 丄 AB 

AB 丄평면 SAD 
MD 丄평면 SAD 
AB 丄 MD 獻 



평면 DCPMfl 평면 SAB=MP A B 

CD // AB 로부터 CD //평 면 SAB = Lg { 10 _ 8 

CD //PM ② . 


식 : i ), MD // PC , CD 丄 MD 로부터 4 각형 DCPM 은 
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례 8. 

(풀이) 


한 각이 직 각인 제 형 이 라는것 이 얻 어 진다. 
2) ASMP 여ᅀ SAB 로부터 

AB-SM 


MP = 


SA 


SP = x , AB = AD = SD = a ， CD = 2 a 
SA = V 2 a , ZDSM =45° 

MP = —x 
2 

ᅀ DSM 에 서 


MD = 、 jx 2 - -^2 ax + a 2 


Sdcpm = ~ ( a /2 x + 4 cij yj x 2 — -\[2 .cix + u 2 

3) ACDM 이 직 3 각형이 므로 CD =2 a 
... CM 2 = CD 2 + MD 2 


八 、! 로 、、ᅀ ^ 

一 "2 公 ᄌ + 5 公 2 = x -公 + — 公 2 

2 2 




= 일 때 CM 2 은 최소값을 가지며 CM 의 최소값 
2 
/T 

은 Ha 이 다. 

2 

바른4면체 P — ABC 에서 D 는 PB 의 가운데점 이 다. 

1) AD 와 BC 가 이루는 각의 크기를 구하여 라. 

2) AD 와 평면 PAC 가 이루는 각의 크 
기를 구하여라. 

1) PC 의 가운데점 표를 잡고 DE 를 
맺으면 

DE //BC 

AE 를 맺으면 ZADE 는 AD 와 
BC 가 이 루는 각이다. 

바른4면 체 모서 리 의 길 이 가 1 이 라 
고 하면 

DE = -, AD = — = AE 
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2 등변 3 각형 ADE 에서 

Ide 尺 

cosZADE = 고 —— = — 

AD 6 

5 

ADE = arccos —— 

6 

2) 바른 4 면체의 대 칭성 에 의하여 AD 와 평면 PAC 가 이루 
는 각의 크기는 AD 와 평면 ABC 가 이루는 각의 크기 
와 같다. P 에서 평면 ABC 에 수직선을 긋고 그 밑점을 
O 라고 하자. B ◦를 맺고 D 를 지나 PO 에 평행인 직선 
을 그어 평면 ABC 와 사귀는 점을 F 라고 하면 DF 丄평 
면 ABC 이고 표는 B ◦의 가운데점이다. AF 를 맺으면 
_ DAF 는 AD 와 평 면 ABC 가 이 루는 각이다. 

BO =— , PB = 1 이므로 
3 

PO = — , DF = — 

3 6 


DF V2 


，재 AF = arcsi n 쁘 


따라서 AD 와 평면 PAC 가 이루는 각은 arcsin 


V2 


례 9. 바른3각기 둥 ABC - A ' B ' C ' 의 밑면의 
한 변의 길 이는 2 a , D 는 AA ' 의 가 
운데 점이다. 

1) ABOC ' 와 밑 면 AABC 가 이 루는 2 
면각의 크기를 구하여라. 

2) 평면 BD # 丄평면 BCC ' B ' 를 증명 
하여 라. 

(풀이) 1) 2면각의 크기를 구하자. 

AABC 가 ABD C ' 의 사영 이 므로 

S ， 

S'=Scos 分 즉 cos 分 = 一 
S 



B 

^림 10-10 
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ABDC ' 는 2 등변 3 각형 이 다. 

BC ’ = 


Q — ▲둥 2 

S ᅀ BDC ， l— a 

Q — 나크 2 

OAABC - —CL 

4 

cos G = — 

5 

a 4~5 

0 = arccos —— 

5 

2) B ' C 를 맺 고 B C ' 와 B ' C 와의 사귐 점 을 ◦라고 하고 D , 
O 를 맺 으면 ABC ' D 가 2등변3각형 이 고 BC ' 와 B ' C 가 
서로 2등분하므로 

D ◦ 丄 BC ', D ◦丄 B，C 
DO 丄평면 BCC ， B ， 

DO 〔평면 BC ' D 이므로 평면 BC ' D 丄평면 BB ' C，C 
례 10. 평행인 평면사이에 있는 두개 선분이 각각 13 cm 와 15 cm 이 
고 한 평면에로의 사영의 합은 14 cm 이다. 이 두 사영의 길 
이와 두 평면사이의 거리를 구하여라. 

(풀이) AC = 13, A ， C ， =15 

AB 丄 !3 , A ' B ' 丄 p 
BC + B , C , =14 
a // 分 이 므로 AB 丄 a , A ， B ， 丄 a 
AB = A , B , 

BC = x , B , C , =14 -x 

13 2 - x 2 = 15 2 (14- jc ) 2 



^@40-11 


. BC = 5 cm , B ' C ' =9 cm 


AB = VaC 2 - BC 2 = Vl 3 2 -5 2 = 12 cm 
례 11. 빗 3 각기둥 ABC — AiBiC ]_ 의 밑면은 길이가 a 인 바른3각형 
이고 모서리 쇼보^와 밑면의 두 변 AB , AC 는 모두 45°의 
각을 이룬다. 

1) AAilBC 임 을 증명하여 라. 

2) 옆 면 BBiAiA 丄 옆 면 CQAiA 임 을 증명하여 라. 
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3) 쇼쇼ᅮ와 BC 사이의 거리를 구하여라. 

| 1) ZAA 1 B = ZA 1 AC 이므로 A^O 丄평면 ABC 되게 
그으면 AO 는 ZBAC 의 2등분선이다. 

A ◦가 AAi 의 밑면 ABC 에로의 사 
영 이므로 세 수직선의 정 리로부터 
AA^IBC 

2) 점 시을 지나며 선분 AAii 수직 
인 두개의 선분 A ^ D 와 사어를 
옆면 ABBiAi , ACCiAi 에 그으면 
ZDAiD 는 2면각 B — AA^C 의 평 
면각이 다. 

AiBi = A]_Ci = a , 

ZA!BiD= ZAiCiDi= 45° 

_J2 


AiO 를 



ffl® 10 


AiD = AD = 


DD X = 


따라서 ᅀ쇼山며은 직 3 각형이 므로 은 직 각이다. 

이 로부터 2면각 D — AAiDi 은 직 2면각이다. 

따라서 옆면 BBiAiA 丄옆면 CCiAiA 
3) AA^DDi 에서 AE 丄 DE ^ 되게 AE 를 그으면 선분 AE 는 
평행 직선 AAi 과 평행평면 BCC ^ Bi 사이 의 거 리 이 다. 
따라서 A ^ E 의 길이 즉 서로 다른 면의 직선 AAi4 BC 
사이의 거리는 


AiE =- 
2 

례 12. 바른4각형 ABCD 와 ABEF 가 있는 
평면이 서 로 수직 이다. M , N 은 각각 
선분 AC , BF 의 점이고 AM = FN , 

AM = x 이 다. 

1) MN //평 면 BEC 임 을 증명 하여 라. 

2) AM 과 FN 이 이 루는 각을 구하여 라. 

3) MN 의 길이를 구하여라. 

4) x 가 어떤 값일 때 MN 이 가장 gte， in -n 

짧겠는가? 1 

(풀이) 1) 점 A , N 을 련결하고 연장하여 BE 와 사귀는 점을 G 라고 하 
고 점 C 와 G 를 맺 으면 
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AN _ FN _ AM 
NG = NB = MC 


이므로 


MN//CG 

CG 〔평면 BEC 이므로 MN // 평면 BEC 

2) AM 과 FN 이 이루는 각은 바른 6 면 
체에서 서로 이웃한 두 면에서 서 
로 사귀지 않는 두 대각선사이의 
뾰족각이 다. (그림 10-14) 

BF 를 CK 로 평행이동하면 AM 과 
FN 사이의 각은 AC 와 CK 사이의 
각으로 된다. 

AACK 는 바른3각형이 므로 
名 ACK =60° 

따라서 AM 과 FN 사이의 각은 60° 

3) ABCGeAABG 이므로 AG=CG 

MN=AN 

AAFN 에서 AF = a , FN=x 

MN = AN = a 2 + x 2 _2 oxcos 45° 
= yja 2 + x 2 ~^2 ax 



4) MN =^ a 2 + x 2 - 


J 도 

x = —— a 일 때 MN 의 최 소값은 —— a 이 다. 

2 2 

례 13. AABC 와 ADBC 가 놓이는 평면이 120ᄋ의 2면각을 이룬다. 
AB=BC = BD = a , ZBCA = ZDBC = 120° 일 때 

1) AD 와 평면 BCD 가 이루는 각의 
크기를 구하여 라. 

2) 2면각 A — BDC 의 크기 를 구하여 라. 

(풀이) 1) 점 A 에서 CB 의 연장선에 CB 丄 :: 

AE 되게 수직선 AE 를 긋자. 그 
밑점을 표라고 하고 D 와 맺으면 
AABEeADBE 이므로 

DEICE , DE=AE 

ZAED 는 2면각 A — BCD 의 평 면각이다. 
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그 ZAED =120° 

2등변3각형 ADE 에서 
:숀 ADE = 30° 

CE 丄 AE , CE 丄 DE 이므로 CE 丄 평면 ADE 이고 CEQ ： 
평면 CDE 이므로 CE 丄 평면 ADE 
점 A 를 지나 평면 DBC 의 수직선 AF 를 그으면 묘는 반 
드시 DE 의 연장선에 놓인다. 즉 ZADF 는 AD 와 평면 
BCD 가 이 루는 각이다. 

ZADF = 30° 

따라서 AD 와 평면 BCD 가 이루는 각의 크기는 30° 

이 다. 

2) 변 DB 를 연장하고 점 F 에서 평면 DBC 에 FG 丄 DB 되 
게 수직선을 그어 DB 의 연장선과 사귀는 점을 G 라고 
하고 AG 를 맺 자. 

AF 丄평면 BCD 이고 FG 丄 DG 이므로 세 수직선의 정리 
에 의하여 AG 丄 DG 

ZACF 는 2면각 A - BDC 의 평 면각의 보템각이다. 
AB = a , AABE = 60。 이므로 

AE=—a = DE , '^ AED =120 o , AF 丄 DF 
2 


AF =— AE=-a , EF =- AE =— a , 

2 4 2 4 

DF = 낸 - a ，:. 쇼 FDG =30° 

4 

직 3 각형 DFG 에서 FG =- DF=^a 
2 8 

tanZAGF = —= — 

FG 3 


ZAGF=arctan 


2V3 


ZAGH = 7 t — arctan 


2V3 
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즉 2면각 A — BDC 의 크기 는 모 - arctan ᅮ一이 다. 

례 14. 직6면체 ABCD - AACiD : 이 있다. 대각선 BD '! 과 AB , BC , 
BB ' 가 이 루는 표족각이 각각 a , y 公, ； k 이 고 평면 ABCD , 
평 면 BCC ' B ', 평 면 ABB ' A / 가 이 루는 각이 각각 a ' , 广 , 
/ 이 다. 

1) cos 2 a + cos 2 P + cos 2 y = \ 

2) sin 2 幻; + sin 2 多 + sin 2 / = 2 

3) cos 2 a ’+ cos 2 分’ + cos 2 /’= 2 

4) sin 2 a + sin 2 y ^ + sin 2 y = \ 

임 을 증명 하여 라. 

OS ) 직6면체의 세 모서리를 a , b , c , 대각선의 길이를 / 이라고 하면 
ZABD ' = a , ZCBD ' = p , ZB f BD = y , ZD f BD = a ，, 
ZC ' BD ' = J 3', ZA ' BD ' = / 이 다. 


1) 


cos 2 a + cos 2 P + cos 2 y 




2) sin 2 a + sin 2 P + sin 2 y = 


b 1 + c 2 c 2 + a 2 a 2 + 公 2 

一?厂 + 一? 厂 + 一?厂 



3) cos 2 a ^ + cos 2 j 3 f + cos 2 y 


a 2 + 公 2 公 2 + c 2 c % + a 2 

一厂 + 一厂 + 一厂 


. \ • o ^ .9, c d b ^ 

4) sin a + sm y ? + sm / = — + — + — = { 
l l l 

례 15. 각뿔대의 웃면의 면적은 S '， 아래밑면의 면적은 S 이다. 각 
뿔대의 높이의 한 점 P 를 지나며 밑면에 평행 인 자름면의 
면적을 S ! 이라고 하고 점 P 가 각뿔대의 높이를 우로부터 아 
래 로 나누는 비 가 X 라고 하면 

[ 石 - _ Vs 7 Vs 

사 I 1 = — 1 + 1 — 

라는것을 증명하여라. 
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( S 명) 바른 4 각뿔대 로 보고 증명 하자. 

평행 인 자름면과 우，아래밑면은 닮은 다각형이므로 
： Si ： S =0， A ， 2 : PQ 2 : OA 2 
Vs 7 : 7 s 7 : Vs = O’k! : PQ ： OA 
OT A，Q 

- = - = 久 

PO QA 

A / EF // ◦◦'되도록 하면 

Vs-Vs 7 _ 0A - 0 ， A ， _ AF 
Vs ^- Vs 7 " PQ - Q ^ ~EQ 
_ AA ，_l + A 
~AV~ A 

y/sA-^A = y/s^-y/s 7 + A^'-A^ 
y/S'+AyfS=(l + A)^ 

... ^- = Vs 7 +aVs 

V 1 l + A 

례 16. 각쁠의 높이는 A 이고 밑면이 등변4각형 이다. 두 옆면이 각 
각 밑면에 수직이고 이 두 옆면사이의 2면각은 12아이며 
다른 두 옆면과 밑면은 각각 30°의 각을 이룬다. 이 각뿔의 
겉면적을 구하여라. 

(풀이) 옆면 VAD 와 옆면 VDC 는 모두 밑면에 수직이므로 
VD 丄밑면 ABCD , VD 丄 AD , VD 丄 CD 
... ZADC = 120° 

밑면 ABCD 에서 DH 丄 AB 되게 긋고 V 와 묘를 맺으면 
AB 丄 VH , £ VHD =30° 

직3각형 VHD 에서 

VD=h, DH = V 3/? , VU=2h 
4 각형 ABCD 가 등변 4 각형 이 므로 AABD 는 바른3각형 이 다. 
DH = y/3h 이 므로 AB = 2h 

S 등변 4 각형 abcd=AB • DH =2 V 3/? 2 
S 겉면적 =VH • AB+AD • VD+AB • DH 

= 2h • 2h + 2h 2 + 2yf3h 2 = 2(3 + V 3)? 2 
례 17. 바른 3 각룰의 옆면적은 18々 cm 2 이고 높이는 3 cm 이다. 밑면 
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의 중심을 지나며 한 옆면에 평 
행인 평면으로 자를 때 자름면의 
면적과 그와 밑면이 이루는 각을 
구하여 라. 

(풀이) 자름면 ADEF // 옆면 PAB 이 므로 
S adef C 分 2 CQ 2 4 
s apab CB 2 CG 2 9 
S ᅀ pab = 6V3 이 므로 



Sadef : 




Sapab = 


2 


■ AB .PG 〒 




이므로 


a 1^ + 108 =6 ^ 

2 V 12 

(a 2 -3 사 (a 2 +144)=0 
a = 6 


옆면과 밑면이 이루는 2면각 ZPGC 의 크기를 a 라고 하면 

a =arctan— = 60° 

2 

자름면 ADEF //옆면 APAB 이 므로 자름면 ADEF 와 밑 면 
이 이루는 각은 60ᄋ 또는 120°이 다. 

례 18. 평행6면체의 한 정점에서 서로 사 
귀는 세 모서리의 길이는 각각 
a, b, c 이 다. 매 개 두 모서 리 들은 
모두 60°의 각을 이룬다. 그의 체 
적 을 구하여 라. (그림 10-17) 

(풀이) AB=a , AD=b , AA： l = c ■ 라고 하고 
ZBAAi = ZDAAi = ZBAD= 60° , 



10-17 
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례 19. 


(풀이) 




V = Sh, S = aZ?sin60 o = —— a 公 
2 

일 때 가를 구하자. 

AEii 밑면 ABCD 되게 사표를 긋고 EF 丄 AB 되게 긋고 
AaF 를 맺으면 

AB 丄 AaF 

AE 를 맺으면 AE 는 AAa 의 아래밑면에 대한 사영이다. 

또한 ZAiAD^ZAiAB 이므로 AE 는 ZA 의 2등분선이다. 


AF = 广 AE 


= 느네 


AE= h = -AE 2 = jc 2 =^-c 


y = Sh = —a/? 


= 느.네 


c = -— abc 
2 


, 직 3 각기둥 ABC-AiBiQ 에서 BBi= Ai 
BC = 1, AB=2, 2 면각 A — BBi_C 의 
크기는 120° 이다. 

1) 직선 AiC 와 옆면 AiB 가 이루는 각 
의 크기를 구하여 라. 

2) 4각블 Ai — BCQBi 의 체적을 구하여 A 
라.(그림 10 — 18) 

1) AB 를 연장하고 CD 丄 AB 되게 AB 의 
연장선에 점 D 를 찍고 AJ3 를 맺으 
면 직3각기둥이므로 평면 ABC 丄평면 
AiABBi4 다. 

CD 丄평면 AiABBi 

ZCAiD 가 AiC 와 평 면 AiABBi 이 이 루는 각이다. 
ZABC = 120° 



스 CBD =60°, CD = BC sin 60° 


_J3_ 




= V5 
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tan 스 CAiD = 


^ 【게 

~Y~ 


V 87 


ZCAiD=arctan 


즉 AiC 와 옆면 AiB 가 이루는 각의 크기는 arctan 


V 87 


2) V A 「 BCCiBi = 



•AA! 


= _ x _ x 2 xlxsinl 20° = — 


S 


AE 丄 CB 되게 그으면 AE 丄평면 BCCiBi 이며 AE 는 
4 각뿔 A 厂 BCCiBx 의 높이 이 다. 



례 20. 바른6면체 ABCD - AiBiCiDi^l 모서리의 길이가 2이다. AA X 
와 CQ 의 가운데점 묘와 표를 지나는 자름면 BFDiE # 취할 때 
1) 평면 ：6묘1) 1 £：와 밑면 ABCD 가 이루는 2면각의 크기를 
구하여 라. 


2) VArEBFD ! 을 구하여 라 ■ 

3) 점 A 로부터 평면 EBFEh 의 거리를 구하여라. 
(풀이) 1) 밑면은 바른4각형 ABCD 이므로 Sabcd=4 

자름면 BFEhE 는 등변4각형이 므로 


EF=2V2 , BDi=2V3 


... SgFDjE = ~ * BF . BDi = 2-\[6 
구하려는 2면각의 평면각이 라고 하면 


^ A 土#， 4 、/ 6 



6 = arctan^- 
3 

즉 평면 8묘1) 1 ：£와 밑면 ABCD 가 이루는 2면각의 크기는 

t 4~6 

arctan —— 

3 

2) V A 厂 BFDiE = V F _ AiBE + V F _ ADiE = 

= r' S ᅀ y、 BE • BC + — • S AADiE • CDj 



3) 표가 AAi 의 가운데점이므로 A 와 쑈^로부터 평면 EBFDi 
까지의 거리는 갈다. 

구하려 는 4각뿔 Ai - EBFDi ^ 높이 를 /? 라고 하면 


Vah 


= — • 2y[6 • h = — 



례 21. 바른4각뿔의 옆면적 이 6 2 일 때 그 
체적이 최대로 되도록 높이와 밑면 
의 변의 길이를 구하여라. (그림 10 
— 19) 

(풀이) 밑면의 변의 길이를 a , 옆면의 높 
이를 시라고 하자. 

S 옆 = 6 2 이므로 

$ — — h 2 

ᄋᅀ PBC _ 



^림 10-19 


丄 «/?’ = 丄6 2 ... h' = — 

2 4 2 a 

BC 丄척3각형 POE 이므로 평면 PBC 丄평면 POE 
◦ F 丄 PE 되게 점 묘를 PE 에 잠으면 OF 丄평면 PBC 


Vp-ABCD = 4_ - V 0 _p BC 



•OF = 


■b 2 -OF 
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ll 2 «J 

l UJ 


b 느 

2 a 


= — • 、 lb 4 — a 4 
6 


V P-ABCD =^r(^ 4 ~ « 4 ) 2 = 용 4 - ° 4 分 4 _ ° 4 ) 

2a 4 +(b 4 -a^)+(b 4 -a 4 )=2b 4 ^ 정수이므로 


V “ BCD 난 (뚜] 

V P _ ARrn <^?-6 3 


2 a 4 = 公 4 — a 4 이 므로 a = -^= = 

V 3 3 

일 때 바른 4 각룰의 체적이 최대로 된다. 

. , 1 [T , __ T V2 2 V2 Vl08 , 

이때 h = —— Vo -a =—— a =—— a = -公 

2 a 2 a 2 6 

따라서 밑면의 변의 길이는 '— b , 높이는 일 때 

3 6 

4广| 2 

바른4각쁠의 체적의 최대값은 1 一 서이 다. 

18 


2) 련습문제 

한개 평면과 두 평행직선들이 주어졌을 때 한 직선이 이 평면과 하 
나의 공통점을 가지면 다른 직선도 이 평면과 하나의 공통점을 가 
진다는것을 증명하여라. 

직선 이와 직선 b 는 어기는 두 직선이다. 직선 c 와 a 는 평행이고 
직 선 6와는 사귀 지 않는다. 

1) 직선 c 와 스는 어기는 직선이라는것을 증명하여라. 
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2) a 丄스이면 c 丄스이라는것을 증명하여라. 

3. 직3각형 ABC 의 직각의 정점 묘에서 AABC 평면에 수직선 BD 를 그었 
다. AABD , ABCD , AABC 의 면적 이 각각 Si , S 2 , S 3 일 때 AACD 
의 면적을 구하여 라. 

4. 1) PC 는 AABC 가 놓여있는 평면에 수직이고 ZA =90° 이다. 

점 D 는 AB 의 한 점이며 PA , PD , PB 가 평면 ABC 와 각각 60°, 
45°, 30°의 각을 이룬다. 이때 점 D 가 AB 의 가운데점 이 라는것을 
증명 하여 라. 

2) DE 丄평면 ADC 이 고 EA , EB , EC 가 각각 평면 ADC 와 이루는 각 
이 30°, 45°, 60°이다. AB = BC =3 일 때 DE 의 길이를 구하여라. 

5. 평면의 거리가 a 인 두 점 A , 묘에서 서로 평행인 두 빗선을 긋되 그 
평면과 이루는 표족각이 a 가 되도록 하였다. 두 빗선의 평면에로의 
사영 거 리 가 스 라고 하면 두 빗 선사이 의 거 리 d 를 구하여 라. 

6. 평면 SAB 와 SAC , SBC 가 둘씩 서 로 수직 이 고 한 점 S 와 사권다. 
평면 p 와 이 3개 평면이 서로 사귀여 생긴 자름면을 AABC 라고 
한다. 점 S 를 지나 평면 P 에 수직선을 긋고 그 밑점을 O 라고 하면 
ASBC 의 면적은 AABC 의 면적과 AOBC 의 면적의 비례가운데마 
디이 라는것 을 증명 하여 라. 

7. 3각기둥 ABC - AiBiCi 에서 밑면은 변의 길이가 a 인 바른3각형이 
다. 또한 쇼시와 AB , AC 가 이루는 각은 모두 60°이고 AAi=AiB 
= AiC 이다. 이 3각기둥의 옆면적을 구하여라. 

8. 바른3각쁠대 ABC — AiB ^ i 에서 옆면과 아래밑면이 이루는 2면각은 
60°이고 아래밑면의 변의 길이는 10，겉면적은 60々일 때 웃밑 
면의 변의 길이를 구하여라. 

9. 빗3각기둥 ABC — A ^ BiQ 의 높이가 10 cm 이고 밑면은 변의 길이가 
4 cm 인 바른3각형이다. 4각뿔 A — BCCiBi 의 체적을 구하여라. 

10. 4각뿔 S — ABCD 에서 ZDAB=ZABC = 90°, SA 丄평면 ABCD , 
SA = AB = BC = a , AD =2 a 이 다. 

1) SC 와 밑면 ABCD 가 사귀는 각을 구하여라. 

2) 점 A 로부터 평면 SCD 까지의 거리를 구하여라. 

3) 직선 SD 와 AC 가 이루는 각을 구하여라. 

4) 2면각 A — SD — C 의 크기를 구하여라. 

11. 바른6각블 P — ABCDEF 에서 APCF 는 바른3각형이고 그의 면적 
은 S 이다. 이 각톨의 겉면적을 구하여라. 

12. 3각뿔의 밑면은 변의 길이가 13，14, 15인 3각형 이고 이 각뿔의 
세 옆모서리는 둘씩 서로 소이다. 이 3각룰의 체적과 정점으로부 
터 밑면까지의 거리를 구하여라. 
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3) 자체시험문제 


- 선택문제 

1. 공간에서 3개 평면이 둘씩 서로 사권다. 그것들은 ( ) 이다. 

A . 반드시 한 점에서 서로 사권다. 

B . 2개의 사귐선을 가지는것은 꼭 불가능하다. 

C . 반드시 한개의 직선에서 서로 사권다. 

D . 반드시 3개의 평행직선들과 사권다. 

2. 바른4각형의 한 변의 길이는 a 이고 한 변이 평면 보에 놓인다. 바 

른4각형 이 놓인 평면과 평면 보이 이루는 2면각의 크기는 a 이 다. 
바른4각형의 평면 M 에로의 사영의 면적은 ( ) 이다. 

A . a 2 cos a B . a 2 sin a C . a 2 sec a ; D . a 2 coseca 


3. AB 와 CD 는 어 기는 두 선분이다. AC = BC , AD = BD 일 때 AB 와 
CD 가 사귀는 각은 ( ) 이 다. 


A . 90ᄋ B . 60° C . 30° D . 확정할수 없다. 

4. 직3각형에서 직각의 2등분선을 지나는 한 평면이 그 3각형이 놓여 
있는 평면과 각 a 를 이룬다. 이때 한 직각변과 그 평면이 이루는 
각은 ( ) 이다. 


玉 


c. 으니 D . 스니 
2 2 


5. M = {바른4각기둥}， N = {직6면체}, P = {직4각기둥 }， a ={바른6면 
체}일 때 이 모임들사이의 관계는 ( ) 이다. 


A . Q 3 M =5 N 3 P B . QcMcNcP 

C . Q ] N ^ M〕P D . QcN^Mcp 

6. 평행 6 면체 ABCD - ALBiQDi 에서 4면체 AaBiQDi 와 평행6면체의 

체적의 비는 ( ) 이다. 

A . 1 ： 3 B . 1 ： 4 C . 1 ： 6 D . 1 ： 8 

7. 바른3각틀대 ABC — DEF 의 웃，아래밑면의 변의 길이의 비는 1:2 


이다. DC , DB , CB 를 맺고 3개의 각틀로 자를 때 V C _ DEF ， 
Ve - bcd ， V D _ ABC 의 비 는 ( ) 이 다. 

A . 1:2:4 B . 2:3:4 C . 1:3:4 D . 1:2:3 


157 



- 빈칸재우기문제 

8. 직 6면체 ABCD — AiBiCiDi 에서 AB =4 cm , AD = 3 cm , AAi = 2 cm 

일 때 AC 와 라다사이의 거리 =_ 

9. 평면밖의 한 점 D 로부터 평면에 수직선분 DA 와 빗선분 DB , DC 를 

그으면 DA = a , ZBDA = ZCDA = 60° , ZBDC = ZBDC = 120° 
이다. 이때 BC =_ 

10. 2 면각안의 한 점으로부터 2면각의 두 변까지의 거리가 각각 

a , 2 a 이 고 모서리까지의 거 리가 4 a 이 다. 이 2면각의 크기는 _ 

11. 직3각형 ABC 의 직각의 정점이 평면 보에 있고 빗변 BC 의 길이는 

a 이며 평면 보에 평행이다. AB 와 AC 가 평면 M 과 사귀는 각이 
각각 a , "일 때 BC 와 M 사이의 거리는 _ 

12. 평면 보에 선분 AB=a 가 있다. AC 와 BD 는 평 면의 두쪽의 선분 

인데 길이는 모두 6 이고 AC 는 보에 수직이며 BD 는 AB 에 수직 
이고 평면 M 과는 30°의 각을 이루고있다. 두 점 C , D 사이의 거 
리 는 _ 

13. 4각쁠 P — ABCD 에서 PA 는 밑면에 수직이고 밑면은 한개의 직4각 

형이다. 이때 PA =4, AB = 3, AD =5 라고 하면 두 옆면 PAD 와 
PBC 가 이 루는 2면각은 _와 같다. 

14. 직6면체의 한 변，밑면의 대각선，높이와의 비가 8 : 7 : 3이고 겉 

면적이 808 cm 2 일 때 직6면체의 체적은 _와 같다. 

15. 밑면은 변의 길이가 5인 바른3각형모양의 3각기둥에서 한개의 옆 

모서 리와 밑면인 3각형의 두 변이 이루는 각은 모두 45°이고 옆 
모서리의 길이가 4라고 하면 3각기둥의 옆면적은 _ 

16. 3각블 P — ABC 에서 PA 丄 BC , PA = a , BC =6 이고 EF 丄 PA , 

EF 丄 BC , EF =/? 이면 3 각룰의 체적은 _ 

- 해답문제 

17. 한 직선과 한 2면각의 두 평면이 사귈 때 두 사귐점으로부터 2면 
각의 공통모서리까지의 거리가 서로 갈으면 이 직선과 두 평면의 
사귐 각도 서 로 같다는것 을 증명하여 라. 

18. 공간4각형 ABCD 에서 AB 丄 CD , AD 丄 BC 일 때 

AB 2 + CD 2 = AC 2 + BD 2 = BC 2 + AD 2 
임 을 증명하여 라. 

19. 직6면체 ABCD — AiBiQDi 에서 AAi = AD =2, AB =3 이다. 점 E 
가 선분 AB 의 어느 위치에 있을 때 평면 AaDE 丄평면 BiCE 인가? 

20. 각뿔의 밑면은 변의 길이가 36 cm , 20 cm 이고 면적이 36 cm 2 인 평 
행 4변형이 며 높이 는 12 cm 이 고 밑 면의 두 대 각선의 사귐 점 을 지난 
다. 이 각뿔의 옆면적을 구하여라. 
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21. 3 각룰 A — BCD 에서 AB = AC = AD=BC = CD =1, BD =* 이다. 

1) Va_bcd 를 구하여 라. 

2) 옆면 ACD 와 밑면 BCD 가 이루는 2면각의 크기를 구하여라. 

22. 3각뿔 V-ABC 에 서 VA = VB = AC = BC , AB = 2 a , ZAVB = 90° 
이고 D 는 AB 의 점 이고 2면각 V— ABC 의 평면각은 30° 이 다. 


1) 평 면 VAB 丄평 면 VDC 임 을 증명하여 라. 

2) 3각틀 V— ABC 의 체적을 구하여라. 

23. 평면 ABC 丄평면 BCD , 쇼 CAB =90 ° ， BC 
= 2 AC = 8, AD 丄 BC 이 고 AD 와 평 면 BCD 
는 30ᄋ의 각을 이룬다. 

1) 2면각 A — CDB 의 크기 를 구하여 라. 

2) 3각뿔 A—BCD 의 체적을 구하여라. 

3) 어기는 두 직선 AB 와 CD 가 이루는 각 



을 구하여 라. 


.폐 10-20 
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11. 백토르와 도령의 방정식 


1) 문제풀이방법 

례 1. 점 D , E , 묘가 AABC 의 세 변의 가운데점 일 때 
AD + BE + CF =0 
임 을 증명하여 라. 

(설): AD = AC + CD , AD = AB + CD => 

2 AD = AC + AB + (CD + BD ) =CA + AB 一 
2 BE = BA + BC , 2 CF = CA + CB 

2( ad+be + cp ) = ac + ab + ba + bc + cb+ca = 6 

^AD + BE + CF =6 


(그가 AABC 의 무게 중심 이 면 

AG + BG + CG = 0, GD + GE + GF = 0 
례 2. D , E 가 AABC 의 변 AB , BC 의 가운데점이고 CD 를 연장하 
여 DM=CD 되는 점을 M , BE 를 연장하여 NE=BE 되는 점 
E 를 찍으면 M , A , 자은 한 직선에 놓인다는것을 증명하여라. 
(養월 AAMC 에 서 D 는 MC 의 가운데 점이므로 
2 AD = AM + AC 


점 D 가 AB 의 가운데 점 이 므로 AB = 2 AD 


AB = AM + AC ^ 
AM = AB - AC=CB 
AN = AC-AB = BC 


=> AM = -AN 


AM //AN 
AMMAN = A 


AM 과 


은 한 직선에 놓인다. 


례 3. P ( 3 cos a , 3 sin a ) , (3(2(乂)8分，2안11分)가주어지고 a g [0, 


In ), 산 e [0,2; r ) 일 때 | pq | ^ 값범위 를 구하여 라. 
(풀이) 조건으로부터 

OP = {3 cos a , 3 sin a } , OQ = {2 cos 6, 2 sin 바 
$ = 즈조- 5 P 이므로 
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IH_I| 과卜-자다， 1+1 사로부터 

||5q|-|ot||<|5q-dp(<|oq|^ 

，. 1 사제 <5 

례 4. 바른3각형 ABC 의 정점 A 에 대응하는 복소수는 2이고 그의 
중심에 대응하는 복소수는 1 + • 이다. 이 3각형의 다른 두 

정점의 대응하는 복소수를 구하여라. (그림 11 一 1 ) 

(풀이) 그림에서 & = 즈고-斤이다. y /^ 

g 에 대 응하는 복소수는 

2 + [1 + |ᅯ =1 — 1 W 

중심 G 와 바른3각형의 매 정점을 련 
결 하면 

: 'i：AGB= ZBGC=ZCGA= 120° 

대 |여사허사商| 

GB = GA(cosl20° + ， ’sinl20°) 

즉 3에 대 응하는 복소수는 

• (cos 120 ᄋ + i sin 120°) = | + 는/코 

갈은 방법 으로 ᄅ 에 대응하는 복소수는 

• (cos (-12 0°) + /sin(- 1 20°)) = - - - — i 
2 6 

OB = OG + GB 이므로 $에 대응하는 복소수는 

H 서상 +H + 는 

마찬가지 로 





ol A x 

^림 11-1 


OC = OG + GC 
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이므로 ᄅ에 대응하는 복소수는 -i + ^나이다. 

2 2 

따라서 점 B 의 대응하는 복소수는 - + -73^14. 

2 2 

례 5. ᅀ ABC 에서 

3 

cos A + cos B + cos C < — 

2 

임을 증명하여라. 

(풀이) AB 가 가장 짧은 변이라고 하자. 

AC , BC 에서 점 P , Q 를 잡되 AP = BQ=AB 되게 하면 
PQ = PA + AB+BQ 

- -2 ( -- -- - -\2 

PQ =(PA + AB + BQj 

= PA 2 + AB 2 + BQ 2 +2( pA-AB + AB-BQ + PA - Bq ) 
PA • AB = | pa | • | ab | cos (ᄄ - A ) = -|ab | 2 cos A 


AB_BQ = -| ab | cosB 
PA-BQ = -| ab | 2 cosC 

PQ 2 =3|ab| 2 - 2|ab| 2 (cos A + cos B + cos c) > 0 

3 

cosA + cosB + cosC < — 

2 


례 6. 어기는 두 직선 a , b A 이루는 각은 산 이고 그의 공통수직 
선분 AB 의 길이는 d , 점 E , F 가 각각 직선 a , 6 에 있고 
AE=w , BF =« 일 때 EF 의 길이를 구하여 라. 


(풀이) 그림 11 — 2와 같이 AB , AE , BF , 
iF 를 잡자. 

| ab | = | ae | = m , | bf | = « 

AB±AE , 丄금 i 이므로 AE , 

&가 이루는 각은 6 또는 n-Q 
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EF = -AE + AB + BF 

| ef | 2 = ef 2 =(- ae + ab + bf ) 2 

= AE 2 +AB 2 +BF 2 -2AE-AB + 2AB-BF-2AE-BF 

-|ae| 2 + |ab| 2 ^-2Xe.^ 

p 卜 

[■ yjd 2 + m 2 + n 2 - 2mncos0 ( a 五， BF 가' 이루는' 각이 9 일 떼) 
[V^ 2 + m 2 + n 2 + 2mncosO (ae, BF 가 이루는 각이 tt -0 일 때) 
ai 7. 두 벡토르 a = { 2 , 1, a }, b = { 3 , p , l} 이 주어졌다. 두 백토 
르 P = a + 2b , Q = 용一승 a 가 공선이기 위한 a , 分의 값을 
구하여 라. 

( 풀이 ) P = a + 2b = {2, 1, a}+2{3, J3, l} 

= { 2 , 1, a] + {6, 2J3, 2 } 

= {8, 1 + 2 分, 2 + aj 

Q = b-^a = \l, y?-|, 1--|| 



례 8. a = 3 i +4 j .-12 포의 길이와 방향코시누스 {cos 幻;, coscos ,} 
및 금방향의 단위벡토르 f 를 구하여 라. 

(풀이) « = 3은 + 47-12토에서 

| a | = 、 j 3 2 + 4 2 + ( —12) 2 = Vl 69 = 13 
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cos 幻; = 


12 


- 3 i +4 j -\2 k 3 r 4 - 12 7 

a 13 13 13 13 

례 9. 벡토르 a = i + k ， b =2 j-k 에 각각 수직이고 벡토르 
0 = ? + 2"2로에 관한 사영 이 1로 되는 벡 토르 궁 을 구하 
여라. 

(풀이) T - ‘.{多 ，此 z} 라고 하면 

a 丄厂 <»a •료 = 0, b 노 I ob -1 = 0> 

에 의하여 2개의 관계식 x + z = 0, — z = 0 이 얻어진다. 

서 _사_ x + 2 y + 2 z _. 조 서”丄가… 


Vl 2 +2 2 +2 2 


즉 x + 2 y + 2 z = 3 


<2 y-z = 0 
\x + 2 y + 2 z = 


을 풀면 x = --, y = ~, z = 


[ 2, 4 5 2J 2 4' 7 2 

례 10. 세 점 A=(l, 2, 0), B=(3, 0. 3), C=(5, 2, 6) 을 정점 
으로 가지는 AABC 의 면적과 점 A 에서 그은 3각형의 높이 
를 구하여 라. 

(풀이) AB = {2,-2, ， - 3}, AC = {4, 0, 6} 

s AA bc=}|ab-ac|| 


= -2 -2 -3 =-|-12f-24} + 8^| 
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례 11. 

(풀이) 


례 12 


= | V(-12) 2 + (- 24) 2 + 8 2 = | X 28 = 14 ( 면적 던:위 ) 

S AABC = *|■의卜 = 14 이 므로 k = ^ 

그런데 | BC | = |{5-2, 2-0, 6 + 3] 卜"3 2 +2 2 +9 2 =•、/元 
. , 28 
V 94 

S ( —5， -4, 8), A (2, 3, 1), B (4, 1，一2)， C (6, 3, 7) 을 
정점들로 가지는 3각뿔 SABC 의 정점 S 에서 밑면 ABC 에 그 
은 높이를 구하여 라. 


V 3 각블 = 3 SaABC h，V 3 각뿔 = i V 6 면체’ 

S AABC = ^|ABx AC| 

i-1-lABxAcli.^i-I^A-SB.Scl 

(SA-SB-SC) 

|abxac| 

그런데 SA ={7, 7, —7 }，SB ={9, 5, —10}， SC = {11, 
7, 一 1}， AB ={2, -2, 一 3}， AC ={4, 0, 6} 이므로 


(SA-SB-Sc) 

|abxac| 



89 _ 89 

V688 _ 4V43 


점 (0, — 1) 을 지나는 직선 / 을 평행인 두 직선 

/! : 2ᄌ + 기一6 = 0 과 / 2 : 4ᄌ + 2>；-5 = 0 이 끊어내는 선분 

의 길이는 Z 이다. 직선 /의 방정식을 구하여 라. 

2 
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C 를 구하여 라. 

2) 점 D 가 / 에 있을 때 | ad |-| bd | 의 최 대 값을 구하고 점 
D 를 구하여라. 

3) 점 E 가 /에 있을 때 4 AEB 의 최대값을 구하고 점 표를 
구하여 라. 

(풀이) 1) 점 묘의 직선 /에 관한 대칭점 B ' 의 자리표는 B ᅮ-2, 0) 
AB ' 와 / 과의 사귐 점 을 C 라고 하면 

■[속 c | 시 bc | = | ac | 시 

점 A , C , 리 가 한 직선에 있으므로 | Ag | 가 최소값으로 
된 다. 

AB ' 의 방정식은 

^ 2-0/ 시 文 12 

v -0 = - (jc + 2) 즉 y = -x + - 

4+2 V ； 3 3 



|ac| + |bc| = |AB'| =、/(4 +2) 2 +(2 + 0) 2 = 2VlO 

2) 점 A, B, D 가 한 직선에 놓이지 않을 때 A, B, D 는 
3 각형을 이룬다. 

|ad|-|bd|<|Ab| = 4 

|AD|-|bd| 의 최 대 값을 취 하면 A, B, D 는 한 직 선에 놓 
인다. 

AB 의 방정식은 y = 2, jc + 少 = 0에 갈아넣으면 x = 2 
따라서 점 D 의 자리표는 (一2, 2) 

3) |ae| 2 +|be| 2 -|ab| 2 = 

= (x-4) 2 +(y-2) 2 + x 2 +( y -2) 2 -4 2 
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= 2x +2y -8x-8y + 8 
= 2x 2 — 2(- jc) 2 — 8jc — 8( - x) + 8 
= 4 x 2 +8>0 

IaeI 2 +| be | 2 - IabI 2 

cos ZAEB = J ~~ 1 ~~L 
3、회 AB_BE| 

로부터 ZAEB 는 뾰족각 혹은 0 이 다. (*) 

ZAEB=6> 라고 하고 AE, BE 의 방향곁수를 k ” 灰 2 라고 
하면 

K - 


= 2 난 , k2 = yzl 

x + 4 x + 0 


I 仁 -시 | 


|1 + 나 2 | 


y -2 y -2 

x x + 4 


卜례 

^4) 


- 4 y-\-S 


\ x 2 + y 2 + 4 - 4 x - 4 y \ 
j = 를 웃식에 갈아넣으면 

tan" = | 잎데; 


(*) 을 리용하면 


2 (x + 2 )_ 


= k 


x 2 +2 
kx 2 - 2 x + 2 k -4 = 0 


(**) 


A: 부 0 일 때 방정 식 (**) 은 풀이 를 가진다. 

D = ( -2) 2 - 4 k ( 2 k -4) = _4(2소2 -4A:-l)>0 


2法 2 -4及一1聲0 


= [i-^, o)U(o, 1 + ^] 
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이 로부터 A ： 의 최 대 값이 1 +ᄑ일 때 방정 식 (**) 에 갈 
2 

아넣 으면 이 방정 식은 겹 풀이 x = 4 돈-2를 가진다. 

E 의 자리표는 “民-2, 一 (士-2))이고 

tanZAEB = l + — 

2 

즉 ZAEB 의 최대값은 arctan ( 1 + — ) °1 4. 

2 


례 15. 점 M(y, 1) 을 지나며 두 평행직선 jc + 2 j ；-1 = 0 과 


jc + 2 j ； — 3 = 0을 끊어내는 선분의 가운데점이 반드시 
jc - 少-1 = 0에 있게 되는 직선의 방정식을 구하여라. 
(풀이) 점 M 을 지나는 직선 /이 두 평행직선을 끊어내는 선분 AB 
의 가운데점을 P 라고 하면 P 는 반드시 jc + 2 j ；-2 = 0 에 있 
게 된다. 

조건으로부터 모는 x-j；-l = 0 에 있으므로 점 P 의 자리표는 


Jx — 少 _1 = 0 
\x + 2 y -2 = 0 


을 만족한다. 즉 P - 


점 모와 M 을 지나는 직선 /의 방정식은 



3x - 9^ - 1 = 0 

례 16. 둘레의 길이가 10인 APBC 에서 BC 의 길이는 4이다. 모가 
움직 이 는 자리 길의 방정 식 을 구하여 라. 

(풀이) 직각자리표계에서 B ( —2，0)， C(2, 0) 라고 하자. 
PB+PC=6 

즉 움직이는 점 P 로부터 두 정점 B, C 까지의 거리의 합은 
6과 갈으므로 모의 자리 길은 타원 이다. 
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2 a = 6, a = 3, c = 2 
b 2 =9-4 = 5 



례 17. 타원 느 + 스 = 1에서 한 점을 정하되 직선 

4 7 

/: lx -2}；- 16 = 0 까지의 거 리가 가장 짧게 하여 라. 그리 
고 이 거리를 구하여라. 

(풀이) 직선의 방향결수는 1이고 방향곁수가 1인 타원의 접선의 
2 2 


방정 식(그림 11一 4) 은 



Vl 3 13 

례 18. 점 A ( l , 2)， B (3, 4) 를 지나며 ; c 축을 끊어내는 활줄의 길 
이가 6인 원의 방정식을 구하여라. 

(풀이) jc 2 + 少 2 + Djc + E 少 + F = 0 이라고 하면 
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I 2 +2 2 +D + 2 E + F = 0 
3 2 +4 2 +3 D + 4 E + F = 0 
D + 2 E + F = -5 '■， 

3 D + 4 E + F = -25 © 

기 = 0 이면 원의 방정식은 x 2 +Dx + F = 0 
이 방정 식의 두 풀이 를 지, 义 2 라고 하면 
x x - x 2 = -D , x x x 2 = F 
원이 X 축과 (자, 0), (x 2 , 0) 에서 사귀므로 

:니 = 6 

우의 량변을 2제곱하면 

xf - 2 x x x 2 =36 
(xj + x 2 ) 2 - 4 x x x 2 = 36 

D 2 -4 F 2 =36 ■: 

식 資), ②，•요로부터 

Di = 12, Ei =-22, Fi =27 
D 2 =-8, E 2 =-3, F 2 = 7 
따라서 구하려는 원의 방정식은 
x 2 + y 2 + l 2 x -22 y + 27 = 0 또는 
x 2 + y 2 — 8 x — 1 y + 7 = 0 
례 19. 직선 l x : 4 x + 3 j ；-12 = 0, 

/ 2 : 3뇨 一2 少一2 = 0 이 주어졌다. k 
가 어떤 값을 취 함 때 하과 / 2 , ；c 축， 
기축으로 둘러싸인 4각형이 한개의 외 
접원을 가지겠는가? 그 원의 방정식 
을 구하여 라. (그림 11-5) 

(풀이) 직선 I , 이 두 자리표축과의 사귐점은 —— 
B (3, 0), C (0, 4) 이다. 

직선 / 2 는 점 (0, — 1) 을 지나며 이때 
义축과 사귀는 점을 A 라고 하자. 

가 丄 / 2 일 때 4각형 OADC 는 외접원을 
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가진다. 그리고 AC 는 직경으로 된다. 
/厂/ 2 = -1 이므로 



/ 2 의 방정식4 | jc -2 少一2 = 0 즉 3x-4y-4 = 0 

^ A 외 지석 H j:!, 0:j 
AC 의 가운데점을 0ᄉ라고 하면 


0：=^ 


- = ◦;= 부 = 2 , 


AC = 



4 VlO 


따라서 원의 반경은 쓰른 


따라서 구•하려는 원의 방정식은 +(y-2) 2 =y 

례 20. 원 (jc-a) 2 + 少 2 =1 과 포물선 少 2 =2 jc 가 서로 사귈 때 사 
귐점밖의 접선이 서 로 수직 이 되는 a 의 값을 구하여 라. 
(풀이) 원과 포물선의 사귐점을 A(x 0 , 少 0 )이라고 하자. 

포물선 少 2 =2;c 의 (x 0 , 기 Q ) 밖에서 접선의 방정식은 


y 0 y = x + x 0 

이 접선은 이 점 에서 그은 원의 접선과 수직이므로 이 접선 
은 반드시 중심 0^0， 0) 을 지난다. 

少 o x O = i 0 + 公 즉 ᄌ 0 =-公 

즉 A 의 자리표는 {-a, y 0 ) 

U=~2a 

\(-a-af +yl =1 
... 4 ( 2 2 — 2u — 1 = 0 
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. _1± V 5 

. . 公 = - 

4 

x > 0이므로 a < 0, 


a = 


1- V 5 

4 


례 21. 점 M 0 (2, -3, 5) 를 지나며 두 평면 2 x + y -2 z + \ = 0 , 


x + 少 + z -5 = 0 의 사귐선에 수직인 평면의 
하여 라. 

(풀이) 점 M 0 (2, 一3， 5) 를 지나는 평면의 방정식은 
A (; c -2)+ B(y + 3) + C ( z -5) = 0 


평 면 ①은 주어 진 두 평 면과 각각 수직이 므로 
j 2 _A + l_B + (-2 )_C = 

1 l-A + l-B + l-C = 0 


^ A = 3 B , B = -4 C 


방정식을 구 


① 


식 ②를 식 ①에 넣으면 

3( x _2)_4( y + 3)+( z _5) = 0 


... 3 x _ 4 y + z 一 23 = 0 


m 22. 점 M 0 (2, 一3， 1) 을 지 나며 두 벡 토르 a = {-3, 2,-1}， 
b = { l , 2, 와에 평행인 평면의 방정식을 구하여라. 

，讀::，시 

(풀이) ax 系美 ■ 2 —1| = {8, 8, -8} 


구하려 는 평 면의 방정 식은 점 M 0 (2, 一 3, 1) 을 지나며 
axS 에 수직이므로 

8(; c _2)+8 (y + 3)_8( z _ l )=0 
즉 x + y - z + 2=0 

례 23. 점 Mo ( l , —3, 5) 를 지나며 두 평면 3x-y + 2z-7 = 0 , 
X + 3 少一 2 z + 3 = 0 의 사귐선에 평행인 직선의 방정식을 구 
하여 라. 

(풀이) 평면 3 jc - 少 + 2 z -7 = 0 의 법선벡토르는 n u = {3, -1, 2} , 
평면 jc + 3 少一 2 z + 3 = 0 의 법선벡토르는 이 2 = {1, 3, -2} 이 
므로 이 두 평면의 사귐선방향의 벡토르 厂은 
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k 


l = n n x . n u = 3 


-1 2 =-4 f + 8} + 10 로 

3 -2 


따라서 점 Mo ( l , 一 3, 5) 를 지나며 1= {-4, 8, 1아에 평 행 

인 직선관 ^자다. 즉 

-4 8 10 

x-l _ y + 3 _ z -5 
4 

례 24. 두 직선 

. x +3 y -5 z 

’ 1: j = T = T 

. x -10 _y + l _ z 
2 . 5 ~ 4 _ T 

와 사귀며 직선 

, x +2 y -1 z -3 

3 8 7 1 

에 평행인 직선의 방정식을 구하여라. 

(풀이) 직선 가을 지나면서 / 3 에 평행 인 평면 Mi 을 구하고 그 방 
정식을 A ^ + B ^ + CiZ + Di =0이라고 하자. 

또한 / 2 을 지나고 / 3 에 평행 인 평면 M 2 의 방정식을 A 2 x + 
B2 J ； + C2Z + D 2 = 0 이 라고 하면 l x , / 2 와 사귀 면서 / 3 에 평 
행인 직선의 방정식은 평면 M 1? M 2 의 사귐선 
fA ^ + B ^+ C 1 z + D 1 =0 
[A 2 x + B 2 y + C 2 z + D 2 = 0 

이 다. 이것을 구하면 하을 지 나고 / 3 에 평행 인 평면 Mi 은 
x +3 y -5 z 
2 3 1=0 

8 7 1 

또는 2 x -3 y + 5 z + 2 l = 0 
직선 / 2 를 지나면서 / 3 에 평행인 평면 M 2 는 




jc-10 y + 1 z 
5 4 1=0 

8 7 1 


또는 x - y ~ z-\l = 0 
따라서 구하려는 직선은 

j 2 x -3 y + 5 z + 21 = 0 
{ x -. y - z -17 = 0 
fx — 5 z + 3 = 0 

례 25. 직선 \ 에 놓이면서 두 평면 3 x + 3 z -5 = 0, 

[4 x-y = 6 

jc + 4 jf + z = 1 까지의 거리가 같은 점을 구하여라. 

(풀이) 주어 진 직 선을 보조변수의 방정 식 으로 표시하면 
x = l + t , y = 4 t -2, z = 4 + t 

이 직선의 점 (1 + 八 삯一 2 , 4 + 0 로부터 매개 평면까지의 
거리가 같아야 하므로 

|10 + 65| |1 값一 4| 

nr \ = r ^~\ 

?를 구하면 (10 + 6?) 2 = (1 않 -4) 2 



이 값을 보조변수방정식에 넣 어 구하려는 점 



을 얻는다. 

례 26 . 직선 I : -一-= ，”신 = f __\ 과 평면 «:刀一2少 + 2 = 6이 
-2 14 

있다. 이 직선을 축으로 하는 반경 2^인 원기둥을 평면 


a 로 자르는 경 우 그의 잘라진 자리 를 표시하는 직 선의 방 
정 식 을 구하여 라. 

(풀이) 직선 / 의 방향벡토르 {一2,1， 4} 와 평면 公 의 법선벡토르 
{1,-2, 1} 의 스칼라적이 
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(-2 )xl + lx (-2) + 4 xl = 0 
이므로 /과 대는 평행이다. 

점 (7, -2, 1) 을 지 나고 / 에 수직 인 평 면을 乂 라고 하면 
'의 방정식은 

_2(; c _7) + ( y _2)+4( z _ l ) = 0 
즉 + = -12 

이 평면 乂와 a 와의 사귐선에 있는 점 (7, -2, 1) 에서의 
거 리가 2•，/동인 점을 a , b , c 라고 하면 
-2 a + Z > + 4 c = -12 
a - 2公 + c = 6 

( a _7) 2 +( z , + 2) 2 +( c - l ) 2 =20 
이 식을 풀면 ( a , b , c ) = (9, 2, 1) 또는 (3, -2,-1) 

구하려는 직선은 우의 두 점을 지나며 직선 /에 평행인 직 

선 즈^:ᄇ:과 ^1 = 즈±1 = 1±1이다. 

-2 14 -2 14 

례 27. 타원면 1 + 1 +三一 = 1과 평면 ；c + 4 z -4 = 0 과의 사귐 
16 4 1 

선을 자리표평면 ◦재에 사영한 곡선을 구하여라. 

(풀이) 평면의 방정식에서 고를 구하면 

4 -x 
z « -- 

4 

이것을 긴원의 방정식에 갈아넣으면 



이것은 z 축에 평행 인 기둥면이 다. 

따라서 이 기둥면과 Oxj ; 평면 즉 z = 0 과의 사귐선 
x 2 + 2 y 2 -Ax = 0 
z = 0 

이 구하려는 곡선이 다. 



2) 련습문제 

- 선택문제 

1. 점 A , 묘의 자리표가 각각 (2, -2), (4, 3) 이다. 벡토르 P 가 

{ 2 k 가이 고 P //豆1일 때 소 의 값은 ( ) 이다. 

A . -으 B . 으 C . -므 D . 뜨 

10 10 10 10 

2. n = { a , 公} 이 JL n 과 m 는 수직 이 며 |"| = | m | 일 때 m 는 ( ) 이 다. 

A . {&, - a ] B . { a , - b ) 

C . {-公，公} 또는 {次，-公} D . {公，- 公} 또/는 {- 公，公} 

3. 령 아닌 벡토르 a ? 용가 서로 수직이면서 다음의 식들가운데서 반드 

시 성립하는것은 ( ) 이다. 

A . a-\-b = a-b B . | a + S | = | a_ ^| 

C . (a + S )- (a - S )= 0 D . |a + 처:— ( a + S ). (a _ S ) 

4. 다음의 같기식 

1) a-a = 0 2) 0 a = 0 3) 0 a = 6 

4) { a - b) 2 =^.P 5 나♦斗|.|칙 

들가운데서 정확한 개수는 ( ) 이다. 

A . 0개 B . 1개 C . 2개 D . 적어도 2개 

- 해답문제 

5. 세 점 A ( — 3，一7，一5)， B (0, — 1， 一2), C (2, 3, 0) 은 한 직선 
에 있는가? 

6. a = {0, 0, -2}, b = { 9 , -7, 5}, c = {3, 1, 2} 일 때 벡토르 
3 a -2 료 + 5 c ■의 길이를 구하여라. 

7. 원점 에 있는 질점 에 두 힘 쮸 = {1，_1，1}, 民= { 2 ，1， 3 } 이 작용 
하여 직선에 따라 점 A (2, 一 1, 一 1) 까지 이동하였다고 할 때 수 
행된 일을 구하여 라. 

8. $ 는 단위벡 토르들이고 그사이의 각은 60° 일 때 

a = p + 2 q , b = 2 p + q 
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를 두 변으로 가지는 평행4변형의 면적을 구하여라. 

9. a = { 3 , -1， 2}, S = { l , 2, -1} 일 때 벡 토르쳐 (2 금 一 S ) • 유+ 2료) 를 
구하여 라. 

10. 네 점 S ( l , 1， 2), A (2, 3, 一 1)， B (2, — 2, 4), C ( — 1，1， 3) 
을 정점으로 하는 4면체 S — ABC 의 체적을 구하여라. 

11. 직2등변3각형 ABC 의 빗변이 놓이는 직선의 방정식이 3 x-y + 2 = 0 

이다. 직각의 정점 A 는 ᅲᅮ, 일 때 두 직각변이 놓이는 직선 

의 방정식을 구하고 그의 면적을 구하여라. 

12. 세 직선 x - 2 y = 0 , 2 x + ky -3 = 0 , 3 Ax + 4 少 一5 = 0 이 한 점 
에서 사권다. 이때 소의 값을 구하여라. 

13. 두 점 A (4, 1)， B (6, — 3) 이 주어졌다. jc 축에 한 점 모를 정하되 
AP 2 + BP 2 이 최소로 되도록 하여 라. 

14. D , E , 표는 각각 AABC 의 세 변 BC , CA , AB 의 내 분점 이고 비 
값은 모두 요(> 0)이 다. AABC 와 ADEF 는 서 로 같은 무게 중심 
을 가진 다는것 을 증명하여 라. 

15. 원점과 점 M ( l , 3) 을 각각 지나는 두 평행직선사이의 거리가 V 5 
이다. 이 직선들의 방정식을 구하여라. 

16. 점 (3, 1) 을 지나는 한 직선이 두 평행직선 x + 2 j；-l = 0 과 

jc + 2 j ；-3 = 0 을 잘라낸 선분의 가운데점이 직선 = 0 에 

놓인다. 이 직선의 방정식을 구하여 라. 

17. 주어진 점 A (8, 6) 을 지나는 4개 직선이 있고 그것들이 차례로 이 
루는 각의 비가 1:2:3:4이다. 두번째 직선의 방정식이 3 x -4 j ； = 0 일 
때 나머지 세 직선의 방정식을 구하여 라. 

18. A ： 가 어떤 값을 취할 때 포물선 少 = jc 2 + A ： 와 + + ；； 2 =1 이 4개 

의 서로 다른 사귐점을 가지는가? 이때 네 점은 한 원둘레에 놓인 
다는것을 증명하여라. 

19. 쌍곡선이 점 p (2, 3七)를 지나며 그의 점근선이 少 = ±|ᄌ 이 다. 
쌍곡선의 방정식을 구하여 라. 

20. z „ z 2 는 복소수평면의 두개의 점 이고 z 1= z 2 / + 3 이 다. z 2 가 곡 
선 |__5 |-|z + 5| = 6 을 따라 움직일 때 복소수평면의 직각자리표 
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계에서 々의 자리길의 방정식을 구하여라. 

21. 타원 C ! : 뉴 + 수 = 1 ( a >6>0) 의 초점은 F x , F 2 이고 포물선 

a b 

C 2 : y 2 =2 px ( p >0) 의 초점은 F 2 이 다. 곡선 Cl , 어가 점 M 에 
서 사권다면 U 축의 웃쪽에서 ) cosZMFiF ? • cosZMFJi 의 값을 
구하여 라. 

22. 점 M 0 ( l , 0, 2), A (4, 6, —3), B (2, 6, — 1) 이 주어졌다. 

1) 점 Mo 을 지나며 에 수직 인 평 면의 방정 식 을 구하여 라. 

2) 점 묘를 지나며 M 에 수직 인 평 면의 방정 식 을 구하여 라. 

23. 평면 jc + 2 少一 3 z + 2 = 0 과 자리표평면들로 둘러싸인 4면체의 체 
적 을 구하여 라. 

24. 3각형의 세 정점 A ( l , -2, 一 4), B (8, 1, — 3)， C (5, 1, 一 7) 
이 주어졌다. 정점 묘에서 맞은변에 그은 높이의 방정식을 구하 
여라. 

25. 중심이 (1, 一2, 4) 이고 평면 2 jc - 少 + 2 z -3 = 0 에 닿는 구면의 
방정식을 구하여라. 

3) 자체시험문제 
- 선택문제 

1. 두개 의 령。卜 d 벡 토르 a, S 가 히 = p —1| 를 만족하면 다음의 

식들가운데서 성립하는것은 ( ) 이다. 

A . a-b = 0 B . .료 

C . a-S = —J^|*|S| D . -|a 卜 :■ 불 a •차 < |a|_|S| 

2 . 변의 길이가 1인 바론3각형 ABC 에서 BC = = b , M = 은이 

면 aS + Sc+ca 는 ( )와 같다. 

A . - B . -- C . 0 D . 3 

2 2 

3. AABC 의 정점의 자리표가 A (3, 4), B ( —2, — 1), C (4, 5) 이다. 

= | s AABC 이면 AD 의 길이는 ( ) 


점 D 는 변 BC 에 있고 S ᅀ ABD 
이다. 
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A . - V 2 B . 3 V 2 C . 2 V 2 D . V 2 
2 

4. 다음의 4 개 명제 

1) 두 직선이 평행이면 경사도는 서로 같다. 

2) 만일 두 직선이 서로 수직이면 그 경사도의 적은 반드시 一1이다. 

3) 점 (1, 1) 을 지나며 축과 30ᄋ의 각을 이루는 직선의 방정식은 

v -1 V 3 , , 

-—— = — 이다. 
x — 1 3 

4) ;c 축에 수직인 직선은 반드시 少축과 평행이다. 

가운데서 참명제의 개수는 ( ) 이다. 

A . 0 B . 1 C . 2 D . 4 

5. 두 자리표축까지의 거리가 서로 갈은 점 ( x , 少)의 모임은 ( ) 이다. 

A . {( x , y } x-y = 0, x , ^ e R } 

B . {( x , y)x + y = 0, x , _ yeR } 

C . {( x , y ^ x 2 - y % m Q , x , e r } 

D . {( x , yj ^ x-y = 0, x + y = 0, x , >> g R } 

6. 직선 x + 少 = 0 에 관한 점 ( a , 6) 의 대칭점의 자리표는 ( ) 이다. 

A . ( a , — Z ?) B . {- b , a ) C . ( ci , _ b 、) D . (-公, - “) 

7. 점 Pi (-2, 4), P 2 (5, 3) 이 주어졌다. 점 P 는 마。의 연장선에 있 
고 -눈々卜 2 | P 2 P | 일 때 점 P 의 자리 표는 ( H 다. 

A . yj B . ( 9 , 5 ) C . (12, 2) D . (-10，2) 

8. 쌍곡선의 두 기준선사이거 리가 그의 모임점거리의 절반과 같다면 

쌍곡선의 리심률은 ( ) 이다. 

A . V 2 B . 2 C . 1 D . A , B , C 가 다 옳지 않다. 

9. 4개의 점 (2, m ), (4, 1), (5, 3 +兵)， (6, 3) 이 한 원둘레에 놓 

이면 m 의 값범위는 ( ) 이 다. 

A . 1 B . 3 C . 5 D . 7 

10. 포물선 = x 2 -Ax + 2 와 x 축이 늘 공통점을 가진다면 소가 취할 

수 있는 값범위는 ( ) 이다. _ ᅲ 

A . k > l 4 l B . -2 V 2 < A :<2 V 2 
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C. (-00, - 2^2)11 [ 2 a/ 2 , +00) D. (-00, -2^2)11(272, +00) 

- 빈칸재우기문제 

11. ^ ‘아 1 d 1 씩 토旦 a , 유 가 | a | = |/ j | = |a + S | # 민:■족시 키 면 a 와_ a + b 

의 사이각은 _ 

12. a = {3, -2}, 료 = {-4, -3}, r = {-5, 2} 이고 P = 2 a + S -3 c 이면 

c = _ 

13. 공간에서 세 점 A, B , C 의 자리표가 각각 (0, 0, 2), (2, 2, 0), 

(-2, 一4，一 2) 이다. 점 P 가 Ojc 少평면에 있고 PA 丄 AB ， PA 丄 
AC 이면 점 모의 자리표는 _ 

14. 포물선 /=16 jc 의 한 점 P 로부터 x 축까지의 거 리가 12이고 초 

점이 F 일 때 | AB [= _ 

15. 포물선 j ； 2 =4 jc 의 점 M( 4 , 1 ) 을 지나는 한개 활줄 AB 를 그었을 
때 보이 AB 의 가운데점으로 된다면 AB 가 놓이는 직선의 방정식 

- 51굴 i 제 

16. 직6면체 ABCD - A ^ CiE ^ 에서 | AD | = 2, !建 B 卜 3， | AA X | = 2 , E 는 
…의 가운데점이다. 

1 ) 어기는 두 직선 쇼끄ᅮ와 가 이루는 각의 크기를 구하여라. 

2 ) Df 丄 AC 되게 긋고 밑점을 F 라고 할 때 !^의 자리표를 구하여라. 

17. m 이 어떤 값일 때 직선 (2 m 2 + m -3 )x + ( w 2 -쪄]낫一4쪄 + 1 = 0 이 

1 ) 少 축을 잘라내는 점의 少 자리표가 一 1 인가?(少 단편이 一 1 인가.) 

2 ) x 축에 평행인가? 

3) 직선 2 jc -3 少一5 = 0에 평행인가? 

4 ) ;c - 2 少 + 6 = 0 과 이루는 각이 arctan 3 인가? 

18. 직선 2 j ( + 3 少+ 3 = 0이 주어졌을 때 

■\J(x — 2) 2 +{y — 3) 2 > 2 y [5 

임 을 증명 하여 라. 

19. 점 A ( —3， 2) 를 지나는 직선 /이 3 jc -4 少-1 = 0과 묘에서 사귀고 
3 jc + 2 少 一13 = 0과 C 에 서 사귀 며 점 A 가 선분 BC 의 가운데 점 이 
라고 할 때 이 직선 /의 방정식을 구하여라. 
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20. 1) 방정식 少 2 ;^ 의 그라프를 그려라. 

31 11 — 穴 TlL 7 ᅡ ᄋ -T pi H 0] Ul-X-l 乂 1 으 J- _ 

少/ 



스 ) 그 n 11 O^T 그丈 t: 느귀 <5 ^ ^ H 기^ - 

하여라. _ 

1 



21. 방정식 x 2 sin a + j； 2 cos a = 1 (a e [o, ^]) _1 

—5" 

I 

― 今 X 

이 주어 졌 다. 이 때 서 로 다른 a 에 대 응하 
는 방정식 이 표시하는 곡선을 그려 라. 

-1 




22. 타원의 중심 이 원점에 있고 초점 이 자리표축 교칡、니 一6 

에 있다. e = 0.8 이 고 한 준선의 방정식 이 


시 , , 

y = -이다. 

" 4 

이 타원에 내 접하는 가장 큰 직 4 각형 의 면적 을 구하여 라. 

23. 곡선 |少 + 1 | 2 =jc + 1 에 있는 두 점이 직선 少 = a 에 관하여 대칭일 
때 a 의 범위를 구하여라. 

24. 평행 4 변형의 두 변은 쌍곡선의 점근선에 있고 한 정점은 쌍곡선에 
있 다. 이 평 행 4 변형 의 면적 은 상수이라는것 을 증명하여 라. 

25. 평면에서 직선 I '은 점 A ( a , 0) 을 지나면서 이동하고 직선 / 2 는 
점 B (- a , 0) 을 지나면서 이동한다. 이 두 직선이 점 C 에서 사귀 

며 ZACB =^ 이 다. 이 때 AABC 의 무게 중심 (그의 자리 길 방정 식 

4 

을 구하고 그 자리길도형을 설명 하여 라. 

26. 방정식 2义 + 3少一 4 z + 20 = 0 을 주어진 점 M 0 ( x 0 , y 0 , z 0 ) 을 지 
나는 평 면의 방정 식 모양으로 표시하여 라. 

27. 두 점 (2, -15, 1), (3, 1, 2) 를 지나며 평면 3 x - 少- 4 z = 0 에 수 
직 인 평면의 방정식을 구하여 라. 

28. 점 M 0 ( x 0 , 가, z 0 ) 을 지나며 두 평면 

{?> x-y + 2 z-l = 0 
[x + 3 ,y - 2 z + 3 = 0 

의 사귐선에 평행인 직선의 방정식을 구하여라. 

29. 직 선 -一- -一 ^ 과 평 면 6义 - 3少 + 2 z = 0 사이 의 각을 구하 

4 12 -3 

여라. 

30. 구면 2;( 2 +2 j ； 2 +2 z 2 -5 j ；-8 = 0 의 중심과 반경을 구하여라. 
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12. 확률과 틍계 


1) 문제풀이방법 


례 1. 5개의 수자 1，2，3，4，5가운데서 임의로 3개 수자를 취하 
여 중복이 없는 3자리수를 만든다. 이때 얻어지는 수가 짝수 
일 확률을 구하여 라. 

(풀이) 중복이 없는 3자리수를 만들수 있는 사건의 총수는 
N=Aj 

얻어지는 수가 짝수일 사건의 수는 


P(A) 


K = A ^ . 
K _ Ag -A4 _ 2 
N= 서 =5 


례 2. M={1, 2, 3, …，2아이라고 하고 임의의 


X, 少 e M( x 푠 少 ) 


를 취 하여 다음것을 구하여 라. 

1) x + 少가 3의 배수일 확률 

2) 厂기가 3의 배수일 확률 

(풀이) M 0 ={3, 6, 9, 12, 15，18}， «(M 0 ) = 6 

Mi ={1, 4, 7, 10, 13, 16, 19}, «(M X )=7 
M 2 ={2, 5, 8, 11，14， 17, 20}, «( m 2 )=7 
라고 하면 M = M 0 UMiUM 2 

1) jc + 少가 3 의 배수일 사건을 A 라고 하면 임의의 한개 합 


+ 의 가능한 기본사건의 총수는 N=C^ 0 
:+ 少 가 3의 배수 단 x 9 y e Mo 혹은 x , y e Mi (또는 Mj 
x , j；eM 2 ( 또는 Mi) 


따라서 사건 A 의 기본사건수 K a =C^+C 1 7 • C\ 


P(A) = 


K A _ 여 + C 卜다 32 
N - 여 0 "95 


2) 가 3의 배수일 사건을 B 라고 하자. 


묘의 나머지사건 B 《 X •少가 3의 배수가 아니다.》를 고려 
하면 

N = 다 

JC • 少 가 3의 배 수가 아니 다 O x, j； eMiUMj 
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■•- K 『아 


■ P ( B ) = l - P ( B ) = l -^ = — 

C 2 20 190 

례 3. 붉은 공 6개와 푸른 공 5개가 들어있는 통에서 임의로 3개 
공을 꺼냈을 때 

1) 3개 공이 갈은 색일 확률 

2) 3개 공가운데 서 두 공은 붉은색 , 한 공은 푸른색일 확률 

3) 3개 공가운데서 적 어도 한 공이 붉은색일 확률 
을 구하여 라. 

(풀이) 통에서 임의로 3개 공을 꺼내는 가능한 시행의 총수 


N = C 兄 

1) 《 임의로 3개 공을 꺼 냈을 때 3개 공이 갈은 색일 사건》 
을 A ， 《 임의로 3개 공을 꺼 냈을 때 3개 공이 붉은색일 
사건》을 A 1; 《 임의 로 3개 공을 꺼 냈을 때 3개 공이 푸 
른색 일 사건》을 A 2 라고 하면 

A = Ai + A2 

즉 Ai 4 A 2 는 배 반사건이 다. 

P ( A )= P ( Ai )+ P ( A 2 ) = 

Cn 라 11 

2) 《임의로 3개 공을 꺼냈을 때 두 공이 붉은색，한 공이 
푸른색 일 사건》을 B 라고 하면 



3) 《 임의 로 3개 공을 꺼 냈을 때 적 어도 한 공이 붉은색일 사 


건》을 C 라고 하면 C 는《임의로 3개 공을 꺼냈을 때 3 
개 공이 다 푸른색일 사건》을 표시한다. 


P ( C ) = 1- P ( C ) = 1- 


C |__31 

Cf33 


례 4. 붉은 공 6개와 흰 공 5개가 들어있는 통에서 임의로 하나씩 
3개 공을 꺼낼 때 《붉》, 《흰》，《붉》의 순서로 나올 확 
률을 구하여 라. 

(풀이) 통에서 임의로 하나씩 3개 공을 꺼낼 때 가능한 사건의 총 
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수는 N = Ai ! 이 다. 

《하나씩 3개의 공을 꺼낼 때 순서가〈붉〉, <흰> , 〈붉〉 
일 사건》을 A 라고 하면 사건 A 의 총수는 


P ( A ) = 


K=A; • 사 - A ； 
K_ A 효 .A 녀 5 
N A 뇨 - 33 


례 5. 1부터 200까지 번호가 적혀있는 카드가 있다. 그가운데서 
한장을 꺼낼 때 그 번호가 다음과 같을 확률을 구하여라. 

1) 3과 5의 배수일 확률 

2) 3 또는 5의 배수일 확률 

3) 3의 배 수이고 5의 배 수가 아닌 확률 

(풀이) 카드의 번호가 3, 5의 배수인 사건을 각각 A , B 라고 하면 
n ( A ) =66, n ( B )=40 

1) 3 과 5 의 배수인 사건은 AflB 이다. 

«( Af 1 B ) 은 15의 배수인 개수이므로 n ( AnB ) = 13 


p ( AnB ) = — 

200 

2) 3 또는 5의 배수인 사건은 AUB 이므로 
P ( AUB )= P ( A )+ P ( B )- P ( AnB ) 

66 40 13 _ 93 

200 200 _ 200 _ 200 


3) 3의 배 수이고 5의 배 수가 아닌 사건은 Afl 豆이 므로 


PCH A )- P(A _ = 품-읎 


53 

200 


례 6. 1) 5명의 생일이 5개의 서로 다른 달에 있을 확률을 구하여라. 

2) 5명의 생일이 2개 달에 있을 확률을 구하여라. 

(풀이) 5명의 생일이 12달에 있게 될 사건의 총수는 N =12 5 이다. 

1) 《5명의 생일이 5개의 서로 다른 달에 있는 사건》을 A 
라고 하면 A 의 기본사건수는 

K A =Af 2 

P ( A ) = ^ = ^f *0.382 
N 12 5 

2) 《5명의 생 일이 2개 달에 있을 사건》을 B 라고 하면 묘의 
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기본사건수는 

K B = Cf 2 • (2 5 -2) 

P ( B ) = ^-= Cl2 ^ 2 ~ 2 ^« 0.008 
N 12 5 

례 7. 사건 A , 묘에 대하여 P ( A ) = -, P ( B ) = -, P ( AUB ) = - 일 

3 4 5 


때 확률 P ( XUB ) 을 구하여라. 

( SOI ) P(AUB)=P(AflB)=l-P(AnB) (*) 

한편 P ( A )+ P ( B ) 부 P ( AUB ) 이므로 AflB 부0이다. 
따라서 P ( AUB )= P ( A )+ P ( B ) — P ( A (1 B ) 로부터 


식 (*) 로부터 P ( AUB ) = l - P ( AnB ) = — 

60 

례 8. 주사위를 6번 던졌을 때 6이 4번이상 나올 확률을 구하여라. 

(풀이) 6이 나올 확률은 나오지 않을 확률은 4번이상 나올 

6 6 

사건은 6이 4번, 5번，6번 나오는 사건들의 합이므로 



4-( 15x52+6x5 + 1 )= Jl 8 =0 - 009 

례 9. 학생 20명의 수학학과성적 이 다음의 표와 같다. 


성적 

100 

95 

88 

84 

80 

78 

74 

68 

62 

58 

학생수 

1 

1 

2 

4 

2 


2 

2 

2 

1 


이때 학생들의 수학성적의 평균값，가운데값，2제곱편차와 
표준편차를 구하여 라. 

(풀이) x = i .(100 + 95 + 88 x 2 + 84 x 4 + 80 x 2 
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+ 78 x 3 + 74 x 2 + 68 x 2 + 62 x 2 + 58) =78.35 




^ = 1(80 + 78) = 79 

cr 2 = — -(100 2 + 95 2 + 88 2 x 2 + 84 2 x 4 + 80 2 x 2 
20 

+ 78 2 x 3 + 74 2 x 2 + 68 2 x 2 + 62 2 x 2 + 58 2 )-// 2 
= 113.3275 
a= 10.65 

례 10. 학생 40명 이 푼 수학문제수를 조사하였는데 다음과 같다. 


111 

110 

105 

109 

107 

107 

110 

101 

104 

107 

111 

103 

103 

109 

106 

108 

108 

105 

100 

92 

100 

103 

107 

99 

91 

108 

110 

114 

100 

108 

104 

112 

114 

108 

109 

111 

99 

114 

114 

107 


1) 이가운데서 4명의 학생들이 푼 문제수의 평균값, 2제곱 
편 차,가운데 값을 구하여 라. 

2) 5개 급으로 나누어 빈도률분포표를 만들어 라. 

3) 빈도률기둥도표를 그려라. 



[90,95) 2 0.05 

[95, 100) 2 005~ 

[100,105) 9 0.225 

[105, 110) 16 04~ 

[110,115) H 0.275 

# 40 「 

3) (그림 12-1) 





그림 12-1 

2) 련습문제 
- 선택문제 

1. 다음 사건에서 정확히 표현한것은 ( ) 이 다. 

A . 3 log9fl2 = a (a 농 0) 은 확실 한 사건 이 다. 

B . 한 통에 10개의 같은 구가 있는데 각각 번호 1，2，…，10을 새 
겼다. 임의로 한개 잡을 때 A = {구의 번호가 짝수}， B = {구의 
번호가 3의 배수}라고 하면 A 와 B 는 배반사건이 다. 

C . ( f { x ) = x 1 -2 x + 2, xe [2, + oo ) 의 최소값은 1 이다.》는 불가 
능한 사건이 다. 

D . 《 함수 /(서 가 짝함수이 다.》는《 함수 /(서 가 홀함수이 다.》 
의 나머지사건이다. 

2. 한가정에서 총각애와 처녀애가 태여날 가능성은 같다고 한다. 

P ： 《가정에 총각애 또는 처녀애가 있다.》 

Q ： 《가정에 기껏 한명의 처녀애가 있다.》 

라고 하고 이 가정에 3명의 아이가 있다면 사건 모와 Q 의 관 
계는 ( ) 이다. 

A . 모와 Q 는 배반사건 B . P 와 Q 는 독립사건 

C . 사건 P 가 일 어 나면 Q 는 반드시 일 어난다. 

D . P 와 Q 는 서로 독립사건이 아니 다. 

3. 사건 Q 와 묘가 서로 독립 일 때 다음 식들에서 정확한것은 ( ) 이 다. 

A . P ( Q ) = 1- P ( R ) B . P(Q • R )= P ( Q ) • P ( R ) 

C . P(Q + R )= P ( Q )+ P ( R ) D . P(Q - R )=0 

4. 한개의 두자리수를 선택할 때 그것 이 10의 배수일 확률은 ( ) 이다. 

A . - B . - C . — D . - 
9 9 10 5 

5. 4개 과목 수학, 국어, 영어，물리학습장들가운데서 한권을 뽑을 때 

물리학습장이 뽑히지 않을 확률은 ( ) 이 다. 
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A . 


B . 


C . 


D . 


4 4 3 

- 해답문제 

6 . 4 개의 붉은 공과 3개의 환 공이 들어있는 함에서 임의의 공 3개를 
꺼낼 때 

1) 3개 가 다 붉은 공일 확률을 구하여 라. 

2 ) 2개 가 붉은 공，1개 가 흰 공일 확률을 구하여 라. 

7. 수험생 A , B , C 가 입학하는 확률은 각각 i 이 다. 이때 다음 

5 4 3 

확률을 각각 구하여 라. 

1 ) 세 명 이 다 합격하는 확률 

2 ) 두명만 합격하는 확률 

3) 적어도 한명은 합격하는 확률 

8 . 3개 의 서 로 다른 독립인 시 행 으로 일 어 나는 사건 A , B , C 가 있 다. 

A 가 일어날 확률은 丄 이고 A , B , C 가 모두 일어나는 확률은 1이 
2 24 

다. 또한 A , B , C 가 다 일 어 나지 않을 확률은 i 이 다. 이 때 사건 

4 

B , C 가 일어날 확률을 각각 구하여라. 

9. 앞뒤 가 구분되 여있는 원판을 3번 던질 때 앞면이 나타나는 회수 X 
의 확률분포를 구하여 라. 

10 . 주사위를 60번 던질 때 웃면에 1이 나오는 회수 표의 기대값과 표 
준편차를 구하여라. 

11 . 어느 중학교 남학생들가운데서 임의로 선출된 81명의 몸무게의 평 
균값이 58.6 kg , 표준편차가 4.5 kg 일 때 이 학교 학생들의 몸무게 
의 평 균값을 믿음도 95. 4%로 추정하여 라. 
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13. 도함수와 적분 


1) 문제풀이방법 

례 1. 다음 극한을 구하여 라. 


1 ) 


(2«-5)(3« + 8) 


00 « 2 +7 

(풀이) 1) 주어진 식 


- >2 n +3 +5 n ' 


lim n n 一 

»一>°。 , 7 


- - 


2) 주어진 식 = lim - 


례 2. 극한을 구하여라. 

1) lim ( V ^ + 1 - yfn ). yfn 

2) lim COS " 네 (0< 산<즈) 

» cos " 分 + sin " 分 2 

1 1 


3) lim : 


(풀이) 1) 주어진 식 = 


(2«~】)(2« + 1)_| 


Vn(V« + l - 4n) • (-yjn + l + -Jn) 
50 (yfn + \ + 4n) 

. V« r i 


00 ( V « + l + 4 n ) 


2)0, 야일 때 ᅯ〉 sin , 즉 


주어진 식 = 


1- tan " 分 
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分 = 스일 때 주어진 식은 0이다. 

4 



r 이일 때 세 


례 3. 


(■I) 


주어진 식 = 


cos " 分 一 sin ” 6 _ 
30 cos * 分 + sin " 6 


1 (0<0<~) 

0 이 ) 

-1 {- <6 <-) 

4 r 

_丄.「」_ L 

»^( 2 «- 1 )( 2 « + 1 ) "2 [_2n-\ 2n + \\ 
어진 식은 다음과 같이 변형된다. 


3) a n = li ] 


1 


이므로 주 


(2« — l 》(2 n .+ l )_| 


= lim 스. 1——^ =스 
" 귀 0 2 ^ 2n + lJ 2 


극한을 구하여 라. 


1) lim 1 + - 


2) lim - 


3) lim - 


1) 주어진 식 = lim 1 +스 =lim 


2) 주어진 식 = lim 
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세에 

la - (6>0) 

la 

례 6. 少느 /( 方) = 3 x 2 -2 jc 가 주어，졌다. 

1) 도함수의 정의를 리용하여 /乂2)를 구하여라. 

2) 곡선 j ； = 3 jc 2 -2 jc 의 jc = 2 에서의 접선의 방정식을 구하 
여라. 

( SOI ) 1) /，⑵ =lim 쏘 

ᅀ너 o Ax 

- . [3(2 + Ax) 2 — 2(2 + Ax)j— (3 x 2 2 —2x2) 

ᅀ너 o Ax 

= lim (5 x 2) = 10 

ᅀ녀•()、 ’ 

2) jc = 2 에서 少 = 8 이고 기하학적의미로부터 ；c = 2 에서의 
접선의 방향결수는 f (2) = l 0 

^-8 = 10 (x — 2) 

... I 0 x - y - l 2 = 0 

례 7. 다음 함수의 도함수를 구하여라. 

1) ”5-4， 2) y = ( x 2 -3 x + 5 f 

3) y = (2 x + 5) 5 (2 x 2 + 3 x -1) 4) y = sin 3 x + cos 4 x 

(풀이) 1) / = (5-4 jc 3 ) =-(4 jc 3 ) =-12 jc 2 

2) , = ((x 2 -3 ᄌ + 5) 5 ) 

= 5( x 2 — 3 x + 5) { x 2 — 3 x + 5) 

= 5(2 x — 3 乂 x 2 — 3 x + 5) 

3) = 5(2 jc + 5) 4 {2 x + 5 ) f { lx 2 + 3 x -1) + 

+ (2 jc 2 +3 jc -1) , (2 jc + 5) 5 
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= 10(2x + 5) 4 (2x 2 +3 x - l ) + (4jc + 3\2x + 5\2x + 5) 4 
= (2jc +5) 4 (20jc 2 +30x-10 + 8jc 2 +20jc + 6x + 15) 

= (2x4 - 5) 4 (28 ᄌ 2 +56 ᄌ + 5) 

4) y r = ( sin 3 x + cos 4 x ) = ( sin 3 x ) +( cos 4 x ) 

= 3 sin 2 xcosx + 4 cos 3 x (- sinx ) 


= |sin2x(3sinx-4cos 2 x) 


레 8. 점 (2, 0) 을 지나며 곡선 j ； = - jc 3 4 접하는 직선의 방정식을 
구하여 라. 

(풀이) 점 (2, 0) 은 곡선에 놓이지 않으므로 접점을 ( x 0 , 이이라 
고 하면 접선의 방정식은 

y ~ (-너 ) = ( - 3 너 )(즈 - 사) 

접선이 (2, o ) 을 지나므로 

0 + Xq = —3xq (2 — x 0 ) = —6xg + 3 a：q 

- 6xq + 2xq = 0 


ᄌ 0 = 0，ᄌ o = 3 

곡선의 방정식으로부터 사본0이므로 
ᄌ o = 3 , yo = - 27 
A ： = -3x3 2 =-27 
21x + y-5A = 0 

례 9. 함수 }; = ; c 3 - 3 jc 2 -9 jc + 1 의 증가구간, 감소구간을 구하여라. 
(풀이) y' = 3x 2 -6x-9 = 3( x 2 -2 x -3)= 3 (x + l)(x -3) 

(x + lXx -3)<0 즉 - l <; c <3 (감소구간) 

(x + lXx -3)>0 즉 x<-\ 혹은 ; c >3( 증가구간) 

례 10. 함수 少 = 4 x 3 + ax 2 +公ᄌ + 5 가 ᄌ = | 과 ᄌ = _1 에서 극값을 
가전다. 

1) 함수의 식을 구하여 라. 

2) 이 함수의 단조구간을 구하여 라. 

3) /( x ) 의 [一1， 2] 에서의 최대，최소값을 구하여라. 
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(풀이) y ' = l { x 2 - 1)- 2 x = 4 x(x - lXx + 1) 
f '( x ) = 0 머물점 一1， 0， 1 

/(-l) = /(!)=-! ， /(0) = 0 

；c = 0 일 때 극대값 0 

jc = ±1 일 때 극소값 一1 

(、—次 에서 /(우) 의 최대값은 없고 

최소값은 一1이다. 

[一 2 , 2 ]에서 /(서의 최대값은 /(-2) 

= /(2)=8, 최소값은 一 1이다. 

(-1, 1) 에서 /W 의 최대값은 /(0) = 0, 


기小 



최소값은 없다. 


그라프는 그림 13 — 2와 같다. 

례 12. 정적분의 기하학적의미를 리용하여 다음의 정적분을 구하여라. 


1) \{x + 2 )dx 2) 的뇌-1)쇼 
0 -1 

3 

(풀이) 1) J(x + l)dx 는 직선 y = x + 2 , 
o 

x = 0 , x = 3 , 7 = 0 으로 둘러싸 
인 제형 OABC 의 면적 이 다. (그림 
13-3) 


3 

J(x + 2 )dx 
o 

2) j ； = |x| - 1 = 


= \-(2 + 5).3 = f 

J-x-1 (-1 < x < 0) 

[ x-l (0 < jc < 2) 



0 I A(3,0) ;c 


ᄀ a 13-3 


一 l) 威: 는 직 3 각형 CDE 

—i 

와 2등변3각형 ABC 의 면적의 
차이 다. 

즉 J(j^kl)afjc = S 1 -S 2 
-1 



xff-! 13-4 
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AABC 는 x 축 아래쪽에 있으므로 一、은 [一 1， 1] 에서 
의 대응하는 정적분값이다. 




j*(1 껴 _ ijdx = ' -S 2 = —xlxl — — x2xl = —— 

2 0 2 
(다른 방법) J (\x\ - l)dx = J (- x - \)dx + J(x- \)dx 


. 에 — 1 i 2 


례 13. 곡선 少 = jc 2 과 직선 少 = jc , 少 = 2 jc 로 둘러싸인 면적을 구 
하여 라.(그림 13-5) 


(풀이) 포물선 j ； = jc 2 과 직선 少 = jc 의 사귐 
점은 P(l, 1), 少 = 义 2 과 少 = 2义의 사 
귐점은 Q(2, 4) 이다. 

점 모를 지나 少축에 평행 인 선을 그어 
少 = 2 jc 와 사귀 는 점 을 P' 라고 하면 
면적 S = AOPP' 의 면적+곡선도형 
PP'Q 의 면적 

[0, 1] 에서 2 j(>jc 之0이므로 



■ 13-5 


ᅀ OPP， 의 면적 = j(2x-jc 2 ) 及 c 
0 


[1，幻에서 2 x>x 2 >0 이므로 


곡선도형 PP，Q 의 면적 = 公; 

1 

1 2 7 
S= J (2x-x 2 )ix + | { 2 x -x 2 )dx = — 


례 14. 직각자리표계에서 선분 AB 의 두 끝점 
A, B 의 자리표는 A(0, r ), B(H, 
R) (R〉r) 이다. 

선분 AB 를 x 축주위 로 한바퀴 회 전하 
여 엄은 회전체의 체적 V를 구하여 
라. (그림 13-6) 

(풀이) AB 의 방정식 



■■ 13-6 
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y = ^^x + r (o < x < h) 

V =^ 부서 ^ 

느니 v 느니 

R -세 H J ( H j 


[ H 

R-r 


= 부 ( V +Rr + 서 


례 15. 少 = 2 jc 2 와 少 = ᄌ一4로 둘러싸인 도형 의 면적 을 구하여 
라.(그림 13-7) 

( MOI ) 少 = 2 x 2 과 少 = 乂-4 의 사귐 점 ( o ( 4) |- 
을 구하면 P (2, -2), Q (8, 4) 

이 다. 

적분변수를 少라고 하면 [一2, 4] 

에 서 기는 모두 (0，_ 2) | 


y + 4> 


2스 >0 



S = j|(j ; + 4 )- J yj^ = 1 

2) 련습문제 


= 0이다. r 가 취함수 있는 값범위는 ( ) 이다. 


A. -1 < r < — B. r >—— C. r > -1 D. r> — 

2 2 2 

2. 무한같은비수렬의 매개 마디의 합은 9이고 매개 마디의 2제곱의 합 
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은 1과 갈다. 이때 첫 마디는 ( ) 이다. 

2 

A . — B . 3 C . 6 D . 9 
3 

3. lim (2«- V 4« 2 - fo ? + 3 )=l 일 때 소의 값은 ( ) 이 다. 

A . 1 B . 2 C . 3 D . 4 

4. (1 + jc )+(1 + jc ) 2 +". + (1 + jc )” ( jc #-1) 에서 jc 를 포함하는 마디의 
결수는 S „, jc 2 을 포함하는 마디의 결수는 P „ 이 다. 이때 

의 값은 ( ) 이다. 

A . 1 B . 6 C . — D . — 

2 6 

5. lim ( a„+ZO 이 존재하면 lim 、 과 lim 久 은 ( ) 이다. 

«— >00 «_>的 «— >00 

A . 모두 존재한다. B . 모두 존재하지 않는다. 

C . 한개 는 존재 하고 다른 한개 는 존재하지 않는다. 

D . A , B , C 세 경우가 다 있을수 있다. 

6. 기 = /(서의 도함수가 /，切= 6 ? + 5 일 때 /切는 ( ) 일수 있다. 

A . 3 x 2 +5 x B . 2 x 3 +5 x + 6 C . 2 x 3 +5 D . 6 x 2 + 5 x + 6 

7. 함수 少 = ; c 3 -3; c 2 의 머물점은 ( ) 이다. 

A . x = 0, x = 2 B . x = 0, x = 3 

C . (0，0)，(2， 一 4) D . (0, 0)，(3, 0) 

8 . /(서 는 g (; c ) 의 원시함수이고 c 는 상수이다. 

다음 함수들가운데 서 와 다른 원시함수는 ( ) 이 다. 

A . f(x + c ) B . cf ( x ) C . f { x)+c D . f '( x ) 

b 

9. 八 x ) 가 홀함수이 면 | \ f ( x)dx = ( ) 이다. (“, 6 > 0) 

A . IJ /( x ) c/J B . || f ( x)dx - 1 /( x ) c / x | 
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C. || f ( x)dx + 1/(x)i«j| D . || f ( x)dx + | /(x)c/x| 

10. 그림 13 — 8 과 같이 j = f ( x ), 少 = 0, x = - l , ;c = 3 으로 둘러싸인 
곡선제형의 면적 은는 ( )로 표시된다. 


A. | f ( x)dx 
-1 

B. } f { x)dx 

-3 

—1 

C. | f { x)dx 

3 

—3 

D . | f { x)dx 

i 

- 빈칸재우기문제 


\irnm" 

••밖 =_ 



12 . a,bA 모두 정수일 때 lim - 一一 — 

"서 0 a " + b n 



14. 수렬 一5.138，一 5. 138 8，一 5. 138 88，•••의 극한은 

15. 함수 /切의 도함수는 /，⑴ = 2 x 2 +3 이다. 

/(-1) = -2일 때 f { x )= _ 


16. « eN 일 때 |( jc " - x n +1 ) dx =_ 


- 해답문제 


17. 

18. 


JC + JC 2 + x 3 + + -n 


x— >1 


jc-1 


의 값을 구하여 라. 



= 0일 때 상수 a , 6의 값을 구하여라. 


19. 함수 少 = jc 3 의 그라프의 한 점 P(-l,-1) 을 잡고 점 Q(x, x 3 ) 
(x 푠 一 1) 은 이 그라프의 임의의 점 이 라고 하자. 

1) 직 선 PQ 의 방향결 수를 jc 로 표시하여 라. 
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2) A ： = lim^pg 이 라고 하면 A ： 의 값은 얼마인가? 

3) 점 P 를 지 나며 방향곁 수가 소인 직 선의 방정 식 을 구하여 라. 

20. y = f(n) (n e N ), 1 f(n) = f{n - 1), /( l ) = 2 이다. 
lim [/( l )+ /(2)+ … + / ⑵]의 값을 구하여라. 

21. 2차함수 y = n(n + l)x 2 -(2n + l)x + \ (n e N ) 주어 졌 다. 2차함 
수의 그라프가 x 축을 끊어 내 는 선분의 길 이의 총합을 구하여 라. 

22. /(서=바1-니 3 +께1-서 + c 가 주어졌다. /(1) = 1, /，(2) = 2, 

/"( 3 )= 3 일 때 G, C 의 값을 구하여 라. 

23. 두 직선 少 = x 3 +ax 와 少 = x 2 + &x + c 가 다 점 P ( l , 2) 를 지 난다. 
점 P 에서 공통접선을 그었다면 a, b, c 의 값은 얼마인가? 

24. 함수 기■속^ f :2 (-3< jc <6) 의 그라프를 그리고 정적분의 기하학 

b 

적의미를 리용하여 _와 + 2>뇨의 값을 구하여라. 

-3 

25. 직선 少 = a 가 두 포물선 少 = -ᄌ 2 +4와 少 = |ᄌ 2 -2 로 둘러싸인 

도형의 면적을 2등분한다면 a 의 값은 얼마인가? 

26. 곡선 少 = 2 jc 2 과 少 = jc 3 으로 둘러 싸인 도형 을 jc 축주위 로 한바퀴 
회전할 때 생기는 회전체의 체적을 구하여라. 

3) 자체시험문제 
- 선택문제 

1. 무한수렬 

■ 0.9，0.99， 0.999, …，[\\ … 



® 3，3, 3, … 


■ 1， - 1，1, -1, …， (- 1)" _1 ， … 
가운데 서 극한을 가지 는것 은 ( ) 개 이 다. 

A . 1 B . 2 C . 3 D . 4 
2. 다음 명제들가운데서 정 확한것은 ( ) 이 다. 
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A. lima” = a 이면 lima 유 = 2a 

n—>oo n—>oo 

B. \ima 2 n = a 이 면 \\ma n = ^[a 

n—>oo «—>oo 

C. lima n = a, lim6”=6 이면 lim— = — 

00 n->00 n->00 b b 

D. lima n = a, limb n = 0 이 면 \ima n b n = 0 

«—>oo n->co n->co 

3. 함수 기 = /江)의 뜻구역은 M, 그의 도함수 /，(서의 뜻구역은 N 일 

때 M, N 의 관계는 ( ) 이다. 

A. M = N B. MCN C. MDN D. MHN=0 

4. 함수 少 = - 응ᄌ 3 + 으公 + 丄 ).x 2 -2x + 4 (a<-l) 의 증가감소구간은 


( ) 이다. 



C. (-的, a ) U [ 丄, +。。) D. [- 的, 丄 :| U (公, + 的) 

2 

5. ;rjVc 公;는 ( ) 을 표시한다. 

1 

A. 少 = jc 2 과 직선 y = 0 , x = l, jc = 2 로 둘러싸인 곡선도형의 면적 

B. 少 = 义 2 과 직선 少 = 0, 义 = 1, 义 = 2로 둘러싸인 곡선도형 을 x 축 
주위로 한바퀴 회전시킨 회전체의 체적 

C. y = x, _y = 0, jc = 1, jc = 2 로 둘러싸인 곡선도형의 면적 

D. y = x, 少 = 0, jc = 1, jc = 2 로 둘러 싸인 곡선도형 을 jc 축주위 로 
한바퀴 회전시킨 회전체의 체적 

- 빈칸재우기문제 

6 . 0 . ( 10 )+ 0 . 0 ( 10 )+ 0 . 00 ( 10 ) + … =_ 

7. A 굴 0 이 라고 하면 lim — I ——=_ 

너 00 A« 2 +B 

8. 곡선 L 에 점 ;c 밖에서 접선을 그었을 때 방향결수가 1 jc 2 +4 이 다. 

4 


곡선 L 의 방정식은 
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3 

9. !4卜 3 卜: = 

-2 

10. ^ x 2 dx = 18( 公 > 0) 이 면 

公 =_ 

- 해답문제 



ᄀ-린 13-9 




11. 그림 13-9 에서 원중심이 각각 Oja ^ O )， 0 2 ( a 2 , 0 ), …， 
0„( a „, 0) 이고 대응하는 반경이 각각 r 1? r 2 , •••，'，••• 인 반원 Ci , 
C 2 , …， C „，…이 순서대로 서로 접한다. 그리고 모두 직선 
3 jc + 4 少 -4 = 0 과 접 하고 반원 어는 少축과도 접한다. 

1) r x , r 2 , r 3 의 값을 구하여 라. 

2) «개 반원둘레의 합 S „ 을 구하여 라. 

3) 반원둘레들의 합 S 를 구하여 라. 

12. 곡선 少 = 2 x 3 +义一3 의 접선과 직선 少 = Tx-l 이 평행 이 다. 접점 
의 자리표와 접선의 방정식을 구하여라. 

13. 함수 = /(니 = 느 2 - 2사 4 가 있 다. / 를 구하여 라. 

14. 함수 = /(义) = ᄌ 3 + ax 2 -a (a eR ) 가 주어졌다. 

1) a 가 변할 때 义 = 사 이 /( x ) 의 극값점 이라고 하면 점 ( x 0 , /( x 0 )) 
의 자리길의 방정식을 구하여 라. 

2) a 가 변할 때 /(시의 단조구간을 구하여 라. 

15. 포물선 C ： y = 2x 2 , I, : 점 A ( l , 一 2) 를 지나는 포물선 C 의 접 

선，/ 2 : = 푠一 1) 일 때 C , I ', / 2 로 둘러싸인 도형의 면적 S 

를 구하여 라. 
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종합시험문제 


A 1차 

- 빈칸재우기문제 

함수 y = 2 x { x < 0) 의 거 물함수는 _ 

안같기식 丄<1의 풀이모임 은 _ 

X 

수렬 k } 에서 « 1 = 2 , 人 +1 =-|«„일 때 «4 = 


sin a = g ■ 이 고 公 가 2사분구의 각일 때 tan 2 a = _ 

바른4각뿔의 옆면 이 모두 바른3각형일 때 옆모서 리 와 밑 면사이의 
각의 크기 는 _ 


너 00 1 + 4 + 7 + • • _ + (3« - 2) 
x 3 + 3 x 2 + 2 x _ 


2마디 식 


의 전개식에서 상수마디는 _ 


10. Fi , F2 가 타원 9jc 2 +4 少 2 =36 의 두 모임점 이 고 PQ 는 하를 지 나 

는 활줄이다. APF 2 Q 의 둘레의 길이는 _ 

- 선택문제 

11. 직선 JC + 少 = 5의 방향결수는 ( ) 이다. 

내 


A . arcsin 


B . arccos 


1 2 J 

C . arctan (- l ) D . — arctanl 

12. 5 개 선분의 길이가 각각 3, 4, 5, 7, 9일 때 이 선분들가운데서 임 
의로 3개 취하여 3각형을 만들수 있는 확률은 ( ) 이다. 

2 


A . 


B . — 


C . 




13. 함수 少 = "\/조 sin 刀그 • cos 刀 'X 는 ( ) 이다. 

A . 주기가 I 인 홀함수 B . 주기가 1인 홀함수 

2 

C . 주기가 i 인 짝함수 D . 주기 가 2인 짝함수 

2 

14. 타원의 모임점은 Fi (-1, 0)， F 2 ( l , 0) 이다. P 는 타원의 한 점이 
고 I FiFa | 은 I PF ! | 과 I PF 2 | 의 같은차를 가지는 가운데마디 


이다. 이 타원의 

방정식은 ( 

)이 다. 

A . 너니 

B . 

즈 V 느: 

16 9 


16 12 

C . 즈 

D . 

즈 V 느 


15. 점 P ( x , 기)의 자리 표가 arcsinx = arccos 少 를 만족시 킬 때 점 P 의 

자리 길 은 ( ) 이다. 

A . 丄원 B . 반원 C . 타원 D . 丄원 
4 4 

16. 다음의 3개 명제 

1) 직선 a //평면 M , 직선 6 c 평면 M 公 a Hb 

2) 직선 a //평면 M , 직선 b //평면 U 公 a II b 

3) 평면 Mfl 평면 N = a , 직선 6 //a 乞> 6 //평면 M 이고 b //N 

가운데서 정확한 명제의 개수는 ( ) 이다. 

A . 0개 B . 1개 C . 2개 D . 3개 

17. 7개 수자 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7로 중복이 없이 만들수 있는 서로 다 

른 3자리짝수의 개수는 ( ) 이 다. 

A . 45 B . 90 C . 120 D . 2 160 

18. 함수 少 = si <2 ;c + f j 의 그라프는 함수 少 = sin 2 x 의 그라프를 

( ) 하여 얻어 진다. 

A . 오른쪽으로 一만큼 평행이동 B . 오른쪽으로 즈만큼 평행이동 
3 6 

C . 왼쪽으로 즈만큼 평행이동 D . 왼쪽으로 즈만큼 평행이동 
3 6 

19. 조건 ᄀ) a 2 > 公 2 ，조건 니 a < b<c A 주어졌다. 조건 ᄀ)은 

조건 니의 ( ) 이다. 
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A . 충분하고 불필요한 조건 

B . 필요하고 불충분한 조건 

C . 필요충분조건 

D . 필요하지도 충분하지도 않는 조건 

20. a = 丄/ +丄 J . + 丄로， 료 = 丄/_ — j •-丄로 이 고 1/1 

2 4 4 3 3 3 II 

J , 로 는 둘씩 서로 수직 이 다. 이따! ( 3 가.( 4 기은 

A . 1 B . -1 C . 0 D . - 
2 

- 해답문제 

21. 함수 y = X ~ 2X 의 그라프를 그려라. 

ᅳ H 

22. 함수 少 = | jc 3 - jc 2 +2 가 주어졌다. 점 P (3, 2) 를 지나는 접선의 
방정식을 구하여라. 

23. 곡선 少 = - jc 2 +2 jc + 3 과 직선 少 = -2 jc + 6 으로 둘러싸인 구역 이 
있 다. 

1) 이 구역의 면적을 구하여라. 

2) 이 구역을 x 축주위로 회전하여 이루어지는 회전체의 체적을 
구하여 라. 

24. 수렬 ^이에서 n 째 마디까지의 합은 S ，0 이고 
a n =s ”. s «-i { n >2), a x = 2 이다. 

1) 수렬 |+|은 갈은차수렬이 라는것 을 증명하여 라. 

2) 의 값을 구하여 라. 

25. 3각틀 A — BCD 에서 AB=CD = 3, AD = BC = 44 BAD = ZBCD 
= 90°, AE 丄평면 BCD 이다. 

1) 어 기 는 직 선 AB , CD 는 서 로 수직 이 라는것 을 증명 하여 라. 

2) 2면각 A — BD — C 의 크기를 구하여 라. 

3) 3각뿔 A — BCD 의 체적을 구하여라. 

26. 1) 灰 가 어떤 값일 때 직선 / : x - j ； + l = 0 이 곡선 

X 2 +2 x + k { x 2 - y 2 ) = 0^ 잘라내는 선분의 길이가 가장 짧겠 


■ =|척이며 

( ) 이다. 
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는가? 그의 최소길이를 구하여 라. 

2) 灰가 어떤 값일 때 방정식 乂 2 +느 + 灰(乂 2 -少 2 ) = 0이 표시하 
는 곡선의 종류를 밝혀라. 

A 2차 

- 빈칸재우기문제 

1. 함수 = jc 2 -1 (x 으 0) 의 거 물함수는 _ 

2. 다음 식을 간단히 하여 라. 



3. 6< 0일 때 복소수 抗의 삼각형식은 _ 

4. 함수 y = V 2 arcsinx 의 값구역은 _ 

/ 、3ᄌ+2 

5. limf - 니 =_ 

■에、1 + 시 

6. 바른6면체 ABCD — 사콰어대에서 M , N , P 는 각각 AAi , AB 1； 

돠어의 가운데점이다. MN 과 BP 가 이루는 각은 a = _ 

7. a , b , 는 같은비수렬을 이룬다. 그 합은 13이고 적은 

27이다. 이 같은비수렬의 공통비는 q = _ 

8. 수자 1, 2, 3，4，5로 30 000보다 크고 중복이 없는 다섯자리수를 
_개 만들수 있 다. 

9 . lim _ 2 n 2 +n + \ _=_ 

나 00 (穴+ 1)+(« + 2)+ "•+(« + «) 

- 선택문제 

10. M = )( x , y )\( x - y )^ = o ], N = {( x , yjf - y 1 =\), P = MflN 일 

때 모의 원소의 개수는 ( ) 이다. 

A . 1개 B . 2개 C . 3개 D . 4개 

11. ；(： > 少>1, 0< « <6일 때 다음의 안같기식 

1) a x > a y 2) a x > b x 3) > a y ~ x 

에서 반드시 성 립하는 개수는 ( ) 이 다. 

A . 0개 B . 1개 C . 2개 D . 3개 

12. 두 벡토르 a = 3 i +4 J , b = - i +2 j y \ 주어졌다. a 와 S 사이의 

관계는 ( ) 이다. 
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B . arccos - C . arccos 


V5 


13. 한 주기 에서 少 : Asin (沈 K + w) 가 x = 균 일 때 少 max =2, 
일 때 少 min = -2 이 다 • 함수의 식 은 ( :H 다. 


A 1 . 
A. v = —sin 


B= y = 2sinj 

네 

2 

l 3j 

、 3j 

C= y = 2sin| 

， X 刀 ’) 

D. y - 2sin 

H) 


14. 함수 少 = a (; c 3 - 


^ᅲ 이다. a 가 취 할수 


있는 값범위는 ( ) 이다. 

A . a > 0 B . — 1< a <0 C . a >\ 


15. 직선 ᅲ = _1 + ^ U 는 보조변수)가 원 jc 2 + 少 2 =4 를 끊어내는 

[y = -3- bt 

활줄의 길이가 4이다. 스의 값은 ( ) 이다. 

A . 3 B . - C . -3 D . -- 
2 2 

16. (2 x - y) A -2] 전개식에서 가장 작은 결 수를 가지는 마디는 ( ) 

이 다. 

A . 2번째 B . 3번째 C . 4번째 D . 5번째 

17. 함수 /( X ) = ax 2 + 公 x + c ■ 가 임의의 A ： 에 대하여 f { A - x )= /( x ) 

이고 /[arcsin 응)〉/厂 arccos 강이 라고 하면 ( ) 이 다. 

A . a > 0, 公〉0 B . a < 0, 公 > 0 

C . a < 0, b<Q D . a > 0, Z ? < 0 

- 해답문제 

18. | 2 + z | = l 일 때 | z - l - 꾀의 최대값과 최소값을 구하여라. 

19. a 가 1 아닌 정수일 때 x 에 관한 안같기식 
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Jlog a 2 < log ， 

— (a + 3 )ᄌ + 2a + 2 > 0 
의 풀이모임을 구하여 라. 

20. 포물선 少 = jc 3 +3 에 정점 A ( l , 0) 을 지 나는 두 접선 AP , AQ 를 
그었을 때 

1 ) 포물선과 두 접선으로 둘러싸인 도형의 면적 S 를 구하여라. 

2) 포물선과 두 접점을 련결한 선으로 둘러싸인 도형을 jc 축주위 
로 한바퀴 돌릴 때 얻어지는 회 전체의 체 적 V 를 구하여 라. 

21. 2면각 « 크기는 60°이다. 점 B , D 는 PQ 에 있고 

AABD 와 ACBD 는 각각 평면 a , 分에 놓이는 한 변이 2인 바른 
3각형 이 다.(그림 L 4-1) 

1 ) 점 A 로부터 평면 까지의 거리를 구 

하여 라. 

2) 2면각 A-DC — B 의 크기를 구하여라. P 

22. 수렬 뚀 Z„eC 에서 첫 마디 ‘ 는 

• _4^ ( 1 + 사 = 1을 만족하고 
八 + 1 예„(«대)이다. 

복소수평면에서 복소수 Z „ 에 대응하는 점을 A „ (« eN ) 이라고 
하고 AA x OA 2 , AA 2 OA 3 , AA 3 OA 4> …， AA „ OA„ +1 , …(◦는 
원점)의 면적을 차례로 각각 S X) S 2 , S 3 , …，、이라고 하자. 

1) S = lim ( S1 + S2 + S3 + … + S n ♦ 비일 때 系의 최대값을 구하여라. 

2) arg Z n — d n , w ^ + 分 2 + 分 3 + 分 4 + 分 5 4■ 分 6 일 때 w 의 값범 위 
를 구하여 라. 
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답과 지시 


2) 련습문제 

1. B 2. A 3. B 4. B 5. D 6. C 7. D 8. D 9. A 

10. 《 이 6, ceN , a , 스가 c 의 배수가 아니면 a •스는 모두 c 의 배수 

가 아니다.》, 거짓, 참 11. 2, 3 12. log 0 b < log 4 \ < log a b 

b 

13. C , D , D , A , B , C 14. = x 2 + l(x < 0) 15. e 2 16. 홀 

17. 0< a<l 일 때 (一지，:到, a>l 일 때 [2，+然?) 

18. log 2 ( x 2 -5 x + 8)= 1 로부터 x { =2, x 2 =3 즉 B ={2, 3}, C ={2, 
一4}， AnBD 0 이므로 AnB 는 비지 않는 모임이고 Anc =0 이다. 

2安 A , —4푯 A 

... 3 GA 

3 2 -3 a + a 2 -19 = 0 
a = 5, a = -2 

a = 5 일 때 Af 1 C = 0 이 모순되 므로 버린 다. a = -2 는 문제 의 뜻 
에 맞는다. a = -2 

19. aeB 이면 a g B , a g A 즉 xgA 

Be A 즉 豆는 元의 부분모임이다. A 〔 B 이므로 스 eA 이고 
公 在 A 이면 Z ? e A , 스 在 B 

豆 c=X 

豆의 원소는 모두 X 에 속하고 X 에는 B 에 속하지 않는 적 어도 
한개 원소가 있다. 

20. 거물안명제《 실수 자 少 에 대 하여 x = 少 이 면 x 2 = j ； 2 이 다.》를 증 
명 하자. 

x = y =^ x - j ； = 0 ^(x + - ^) = (^ + ^)-0 = 0 

z ^ x 2 - y 2 = 0^> x 2 - y 2 = 0^ x 2 = y 2 
두 명제는 서 로 거끌안명제이 므로 주어 진 명제 가 성 립한다. 

21. (그림 14-2) 

22. x = 2 또는 jc = -1 일 때 분모가 0이고 분자는 0이 아니다. 방정식 
y ( x 2 - x -2) = x + 4 ^r 만족하는 풀이를 구하는 문제로 된다. 즉 
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y-x = ^l-\-x 2 


량변을 2 제곱하면 x = ^-^-{ y >0) 

2 少 

따라서 구하려 는 거 물함수는 j ； = I 一 (x > 0) 
2x 

25. x < 0, x ^ -4, x 2 - x - 6 > 0 

따라서 뜻구역은 (-«% -4) U (-4, -2) 

26. a 之6>0이라고 하면 a - b 》0, ->1 

b 


지수함수의 성질로부터 



0< a<b 라고 하면 a - b <0, 0< — < 1 
b 

마찬가지 방법으로 

a , beR + ^ 띠ᅵ 厂인 >1 ^ a a ~ b > b a ~ b 

:. a a b b > a b b a 

3) 자체시험문제 

1. B 2. D 3. D 4. A 5. A 6. D 7. 

jc 2 - x -6 으 0 이므로 참 8. (- -) U (-, +效) 

7 7 


9. t^log 3 — (0, 1) 10. ( 一紙 - 2 ], [2 , ，令句 

" i 1-x 

11. /(x)+g(x)=^ - 資 ) 

x -1 

f ( x )- g ( x )=^— m 

-x-l 

■ H )+ ② 하면 

f( x ) = 2 1 , > g ( ᄌ ) = 2 . 

x -1 x -1 

12. PQ=JC (0< JC <1) 이라고 하면 PN =4 -x 


2< x <3 이면 
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AAPQ ⑵ AABF 이므로 즈 = 스으 

1 2 

즉 AQ =2 jc , PS =2-2 x , PM =2 + 2 x 
따라서 직4각형 PNDM 의 면적 


S ⑴ = ( 니(2 + 2서=-2卜- 
xe [0,1] 이 므로 S max =12 



= x 2 (x > 0 9 x y > -1, y ^ 0) 
y = 2x 2 -1 (x > 0, 네 ， ^ ^ 0) 

2 . 


2) 련습문제 

1. 2, ± V 3 2. f ( x ) = ( a -\- b -\- c ) x 2 - (be + ca + ab)x + abc 

3. 1) a + 스푠 0 일 때 x= al +Z?2 , a+ 스 = 0 일 때 없다. 또는 
a+b 

x = 0, x = a + b 2) {(2, V 2), (^2 , 2)} 3) 「 15 + 々표 , 一 4 , 

2 

一 6} 4) {3} 5) ug (- cx >, 0) U {1, 2} 일 때 0 , ae ( 0 , 1) U {1, 2} 
U {3} 일 때 x = a + 2 , ae {2, 3} U {3, ♦改} 일 때 x = a ±2 6) 



7) jc >3 일 때 모든 수，; c <3 일 때 없다. 4. 
5. a <-46 6. 19살，15살，12살 7. 0 또는 — 


100 
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8. 10 L 9. 3:4:6 10. 16 번째 11. m ) 1 ^， 150뇨1乂 

3) 자체시험문제 


1. A 2. B 3. 2 4. 




2) 0! + 公푠0일 때 


2(\-a 2 -ab-b 2 ) 
3{a + b) 


5. 1) {-2} U [2, + ob ) 


a + 公 = 0 일 때 l-a 2 -ab-b 2 =\-a 2 , 


a = ± l 일 때 임의의 수 ， a 부±1일 때 풀이는 없다. 

3) {(3, 5, 2), (5, 2, 3), (5, 3, 2), (2, 3, 5), (2, 5, 3), (3, 2, 


5) } 4) {( 4 승，수)} 5) {(4 , 9) ，(- 4 , - 9 )， (9 , 4) ，여，- 4)} 

6) {(5, 5)} 7) {10- 1 , 2,10 3 } 6. (략함) 7. 8， 6寸元 8. (략함) 


3. 

2) 련습문제 

1. D 2. C 3. A 4. C 5. B 6. D 7. A 8. D 

9. { x\2k7r < x <lkn + y, 2k 刀: + ^-<x< 2(、k + 1) 刀 _ (A: e Z)} 

10. ( — 4，0] 11. n 12. 42, -42, — 13. 1 

4 4 


14. 왼변 = 


오른변 


sec x 


• sin x = tan x 9 


cosec x cos x 
sin 이 2 

cosx J _ sin 2 x ( cosx - sinx ) 2 


1 - 


cosjcV cos 2 x ( sinx - cosx ) 2 


^ | sinl 0°- cosl 0°| cos 10° - sin 10° , 

15. 주어진 식 = J - L = - = 1 

cos 10° - sinl 70° cos 10° - sin 10° 

16. 1) y = ( sin 2 x + cos 2 x ) 3 -3 sin 2 xcos 2 x ( sin 2 x + cos 2 x) 

= l -3 sin 2 xcos 2 x = 1-— sin 2 2x 
4 
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, 3 l - cos 4 x 5 3 . 

= 1 - = — H —— cos 4 x 

4 2 8 8 

따라서 이 함수의 주기는 !이다. 

2 


따라서 이 함수의 주기 는 2 ;r 이 다. 


18. 1) (sinA + sin 5 A ) + sin 3 A = a 을 

풀면 

2 sin 3 Acos 2 A + sin 3 A = a 


sin 3 A (2 cos 2 A + 1) = a 

① 

(cos A + cos 5 A ) + cos 3 A = 公 


... cos 3 A (2 cos 2 A +1) = 公 

② 

公 목 0 일 때 ①을 ②로 나누면 

^ A a 
tan 3 A = — 
公 

2) 效 g 斗# 2 로부터 얻어 진다. 



19. 1) f ( x ) = l - sin 2 x + 2 msinx -2 m -2 


= - sin 2 x + 2 msinx -2 m -1 


= -( sinx - m ) 2 - m 2 -2m-l 
문제의 외미至부서 m <Q, xe[0, 

따라서 sin;c = 0 일 때 /( jc ) 는 최대값 -2 m-l 을 가진다. 즉 
•x = 0 일 때 /(X) 는 최대값을 가전다. 

2) /(jc) 가 항상 0보다 작으므로 /(功 의 최 대 값은 0보다 작다. 


나- 1<0 ’ m> ~\ 대 니 0 
따 m 의 값범위 는 0] 이 다. 
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20 . 


f { x ) = 2a -~ 一一 C ° S ^ X - V 3 asin 2x + a + b 


= -2 a cos 



+ + b 


xe [0, |]。1므•至 코少 I 스:함•수의 던:玉 

성 에 의 하여 -士 < cos[2;c-i) < 1, a = 0 이면 /( 까ᄇ:衣;:이므로‘ 

문제의 조건은 성립되지 않는다. 

a ^ O , a >0 일 때 Z )</(; c )<3 a + Z )，一5 < /( jc ) < 1 이므로 


\b = -5 ^ fa = 2 

[3 a + 6 = 1 ᄀ \b = -5 

{ l) — \ 

즉 

3 a + 公 = -5 

따라서 상수 a ， & 는 2와 一 5 혹은 -2, 1이다. 



21. 1) 주어진 식 = |(l + cosl 46°)+|( l - cos 86°) + cos 73° sin 43° 
= 1 - 1 (cos 34° + cos 86°) + 1 (sin 116° - sin 30°) 


= l - cos 60° cos 26° + - cos 26- r - 


2) 주어진 식 = 

2 sin 50° sin 10° _ 2 sin 50° sin 10° sin 10° 

sin 50 °cos 50° cos 10° sin 100° cos 10° cos 10° 
_ 2 cos 40° + sin 10° 세 
cos 10° 


3) 자체시험문제 

l.C 2. D 3. C 4. B 5. 4 6. — 
2 
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따라서 ；；의 최대값은 ^( V 2 - l ), jc 의 값은 sin ^ + ^J = l 
.'. x = 2 k 7 T + 7 ^ (k eZ ) 


2) 련습문제 

1. 1) 프 2) 上 3) ^ 4) ^ 5) 쓰 6) 프 

4 4 3 5 5 6 

1 1 2 

2. 1) x - ^-arcsin— 2) x = ^ + arcsin— 3) x = -arccos— 4) 

3 4 3 


x = 7r-\- arccos 


s 


5) x = 7T + arctan— 6) x = -arctan- 


. 1) 뜻 


구역 玄，，갔구역 [-行， 2) 뜻，구석 J ， 값:'구석 

[0, |j 3) 뜻구역 (- ^do), 값구역 (-等, 等) 4) 뜻구^ 

C1，2], 값구역 [-&, —] 5) 뜻구역 [-2, -V3]：«tV3, 幻, 값 

4 4 

구역 [0, -] 6) 뜻구역 (一 2)U(2, 營 M), 값구역 (0, n) 7) 

4 


5) 1 6) 


뜻구역 [0, 1], 값구역 -I 8) 뜻구역 (0，+_|, 값구역 ( 

2 

+ 00) 4. 1) ^ 2) ^ 3) 그 4) 쁘 

24 10 9 10 

7) M 5 . D 시: Sin2 사:네-*，*]) 

2) y = 2tanx e ^ ? 6. ( 략함 ) 

7. 1) Xj = Att + arctan 士， x 2 = Att - 증 (A: e Z) 


S' 
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2) Xj = Att + arctan|, x 2 = Att +1 (A: e Z) 

3) x x = 2A:: + 2arctan|, x 2 = 2A:^-2arctan2 、k g z) 

4) 지 = (2A: + 1>t ，x 2 = "Ik 刀: - y (A: g z) 

5) x = kn: + arctan[| tan 사 {k e z) 

6) x = 2k 刀 : + 증: (A: e Z) 

3) 자체시험문제 

I. D 2. B 3. B 4. C 5. C 6. C 7. B 8. A 9. D 10. D 

II. 1) y 2) ᄌ〉 0 일 때 기 = 0, ᄌ <0 일 때 기 = -片 3) x = k7T + 

| (A:eZ) 12. 뜻구역 1+ 2 ^가 ，값구역 [-arcsin|, yj 

13. -yfl <a<yfl , x = k7T± arcsin(V3 -a 2 -1) (A: g Z) 

5. 

2) 련습문제 

I. C 2. C 3. D 4. B 5. A 6. C 7. D 8. B 

9 - 1 가 HC'G ) 4 io - _s 

■m f —2 +V6^| - ,f 2 +V6 ■ ᅵ 、 

II. xe \ -oo, - U -， +QO 12. > 

v 2 J 2 J 

13. x e 0)U[0, 민 14. xe[0， 숨) 15. x = j ； = -1 

16 - 씨 0 , Cm 농， HK 》 니 

17. a〉l 일 때 义<“ + 1，« = 1일때0， a<l 일 때 x> a + \ 


219 





18. 0<x< - 또는 jc<jc< 4 19. a = 0 또는 a = l 
4 

20. ( 증명 ) 비교법을 리용한다 . 

a a .h b -c c —— + — — + — 

J +c =a 3 3 -b 3 3 -c 3 3 

(abc) 3 

a-b b-c a-c 

으 >1, 쓰 ^ >0 이므로 W^>1 
b 3 UJ 

탄뼤 通 3 >1, 授 3 >1 

... 쓰 ^ >1 즉 a^b b .c^>{abcf^ 

(abc) 3 

21. ( 증명 ) 왼변 = 

= log„(,-l)-log„(n + l).[ 10g - ( - + 1) ； 10g - ( -^ 

= lo ^ 여 2 - 1 ) < lo g 〉 2 =1= 오른변 
4 4 

22. ( 증명 ) a + b>c, a>0, 公 > 0, c>0 이므로 

왼변 = = -^- r - 

1 + ^ 1 +公 l + fl + 公 1+ 1 

a + b 

1 c 

>— - = —— = 오른변 

l+i 1+c 

c 

23. ( 증명 ) x>0, y>0, z>0 이고 

y]x 2 +xy + y 2 =^(x + ^\ +^y 2 >x + j 
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마찬가지로 -yjy 2 +yz + z 2 = |[z + —] +-y 2 >z + — 


이므로 yjx 2 +xy + y 2 + ^y 2 +yz + z 2 >x + y + z 
24. jc + j; + z = 1 이므로 

’ x+y+zY.x+y+zY.x+y+z^ 


1 + 


x )( 1 + S ] 


- 1 + - = 1 + - 




L f±z 


3) 자체시험문제 

1. A 2. B 3. A 4. D 5. C 6. jc > - 7. 1 < jc < 2 

2 

8. a = -12, 公 = -2 9. { x|x < -2 또는 一 l <; c <0 또는 x > 0} 

1 3- V 37 3 + V 37 

10. x > — 11. - < x < - 

2 2 2 

12. 1) g >1 일 때 -1< jc <0 또는 jc >1, a = \ 일 때 0, 

0< a<l 일 때 x<-l 또는 0< x<l 

2) \< x<a 또는 0<乂<丄 
a 

13. (증명) Xj >0, x 2 > 0, /(^ 1 ) = log 1 jc ,, /( xjzlog ! ᄌ 2 이므로 

2 2 

승 [/ 、 (X) + f(x 2 )] = 승 [log 나 + lo^ 사 = 승 log 丄 (자 . x 2 ) 

f[ Xl 。이 = log ! Xl Xl < log ! 、jxi .Xj.' 리 log J (xj . x 2 ) 


가 성립한다 . 


따라서 안같기식 ， ( 지 )+ ， ( 비 ， f 만 

一 2 12; 

1 4 14 

14. ( 증명 ) — ^ + —^一一 -^ + —^ = 

cos a sin a(sin 2J3) cos a sin a 

= 1 + tan 2 公 + 4(1 + cot 2 公) = 5 + tan 2 公 + 4cot 2 公 
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>5 + 2 tan 6^*2 cot a = 5 + 4 = 9 

15. x 2 + y 2 \ =4， x 2 + y 2 \ . =0 

I max I min 

16. 1) a x+2 + a x ~ 2 = (a 2 + a~ 2 ) - a x , a 2x -(a 2 +a~ 2 )a x +1 < 0 

즉 (a x -a 2 )(a x -a~ 2 )<0, 0<a<l 일 때 a 2 < a~ 2 
즉 a 2 <a x < a" 2 

따라서 - 2 < 义 < 2, a > 1 일 때 a 2 > a" 2 즉 a" 2 <a x < a 2 
따라서 一2<;c<2, a = l 일 때 0 

이로부터 a 본 1 일 때 안같기식의 풀이 一 2 < jc < 2, a = 1 일 때 0 
2) ;c>l 일 때 

+ 1) > log 나 = 1, log 대 X < log 내 (x + l) = l 
따라서 ；C>1 은 안같기식 의 풀이 이다. 

0 < ;c < 1 일 때 

10^ (ᄌ + 1) < 0, log 내 x < 0, 

^£^ = |log^(, + l)|=log^(x + l), 

0 < log 운 (x + 1) < 1 즉 |log x (x + l) < l| 

... log x (x + l)>-l = log ；f - 

[ 0<x<1 /7_, 

따라서 련립안같기식 ᄉ 1 의 풀이 0<x< 쓰一느 은 안 

b >x+1 2 

같기식의 풀이이다. 

'다라•서 인:같기식의 풀이는 {方 


6 . 

2) 련습문제 

1. 27, 26 2. a n = 


±2 V 3 또는 : t 2 相 i 4. 갈은차，같 
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은비，같은비 5. a , =21 6. S „ =2 n 

7. — (n + 2 — fvi ) 8. —；— I —-1— j - 1* 

2、 2 k 2 k +l 2 k +2 

10. D 11. D 12. D 13. C 14. A 
15. 복소수의 성 질 z 7 =-l 로부터 

_ 1- z 182 _ l - z 26x7 _ l -( z 7 ) 26 _ 


(4" - l )(4 n+1 +1) 
3^4" 


2 k + 2 k ~ l 


적은 z 


= ( z 7 )13x181 = (니广 


16. a n =3 + («- l ) lg ^ = 0 으로부터 


n = 10, S 10 


91g£)x 


= (6-91 g 2) x 5 = 16.455 


따라서 첫 10 번째 마디까지의 합이 최대로 되며 최대값은 약 
16.5 

17. (증명) 수학적귀납법을 리용한다. « = 소 + 1일 때 원과 다른 A : 개 

의 원들은 2 A : 개의 사귐점을 가진다. 이로부터 평면은 2 k 
개 부분으로 더 갈라전다. 즉 

[ k 2 -k + 2)+2 k = k 2 +k + 2 
따라서 ( A : + l ) 2 -( A : + l )+2 개의 부분으로 갈타진다. 

18. 수렬 1, , •••에 대하여 일반마디는 

3 6 10 


이고 합은 


1 + 2 + 3 +… + n n{n + 1) 


S w =l + T + T + — + 


-1-1- r . • • - 7 - ▽ 

3 6 10 n(n + 1) 


+ - U 2 1- 

4 n n + \J 1 、 n + lj 


19. 1) (증명 ) y n = n{n + 2) x 2 - 2 {n + l)x +1 
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20 . 


포물선의 정점을 (사, 기。)이라고 하면 

사，효 V 外，러，쿳 = 휸 + 1) 


이므로 n =-\ 


x 0 + y 0 1 


少0 = 


-少0 


을 갈아넣으면 


yo ) ' x o ~yl 
x o ~ yl + yo = ^ 

따라서 u 0 , 少 0 )은 쌍곡선 义 2 -少 2 +少 = o 에 있 다. 

本 + 1) 


2) 볘더，네司 


lM -x 2 | 2 = (xj +x 2 ) 2 - 4xjX 2 = 


이므로 

4 


i 2 {n + 2) 


卜-계: 
S„= 土 


n(n + 2) 


k(k + 2)~ 


i - 


2 n+l n +2 

1) a 2 a x -2 a x +1 = 0, 

公 i =2 이므로 公 2 = | 그러면 公厂公 2 =3 
또한 a 3 a 2 -2 a 2 +1 = 0 

4 3 4 

a 3 = a \ a i a 3 = 2. 子 "궁 = 각， a 4 a 3 - 2« 3 +1 = 0 
... a 4 =^-, a { a 2 a 3 a 4 =5 

2) a x a 2 a 3 ••• a n =n + \ 

(증명) (1) n = 2 일 때 a ' 2 =3 은 성립한다. 

(2) n = k 일 때 성 립 한다고 하자. 즉 
, 1 k + \ 

« 1 « 2 « 3 - a k =k + \, a k =—— 
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« = 足 + 1 일 때 아 +1 아 一2 아+1 = 0 이므로 
_2 a k -\_k + 2 

a M = -= y-T 

a k k + 1 

그러므로 

«1«2«3 … 여 +1 =( 소+ 0아 +1 

= ( 네유 ， + 1)+1 

(1) 과 (2) 로부터 V«eN 에 대 하여 성 립한다. 

3) 자체시험문제 


1. u n =- 2. x = log 2 5 3. S =— 4. 公 4 公 7 = — 

6 n -\ 4 2 

5. Vn -16. a n = ^(« 2 ~n + l ) 7. B 8. D 9. C 10. D 11. B 

12. A 

13. « = 1 일 때 

시 니 丄 1 + COSX COSX 1 1 1 = 시 1 ,1 

왼변 = cot —— cotx = —:-:—— = ———> 1 이 므로 안같기 식 

2 sin ᄌ sinx sinx 

은 성 립한다. 

n = A : 일 때 cotcotx >kA 성립한다고 하면 n = A : + l 일 때 


ᄌ 1 + cos — 

cot——--cotx =--- cot ᄌ 

2 k+l . x 

sin— r 
2 k 


= —-—— + cot 추 - cot ᄌ > 1 + A ： 

. X 2 k 

따라서 W = A ： + 1 일 때에도 안같기식이 성립한다. 
따라서 VneN 에 대 하여 안같기식 이 늘 성 립 한다. 
14. /(ᄌ)=따 + 6라고 하면 8 a + 6 = 15 이고 

{la + b\^a + Z >)= (5 a + b ) 2 
이므로 a = 4 , b = -17 
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따라서 f(x) =4n-7 은 갈은차수렬 

SB= (-13 + 14n-17)-, =n(2n _ 15) 

15. 1) a 대 = 2아+아 +2 (灰 e N ) 라고 하자. 주어 진 방정식은 
a k x 2 +(a k +a k+2 )x + a k+2 =0 
이므로 (아义 + 아 +2 )& + 1)=0 

따라서 A : eN 에 대하여 jc = -1 은 방정식의 풀이이다. 
2) 방정식의 다른 풀이는 짜므로 

a k 


(h a k 

, 2d 니 = 꾸 


(다른 풀이)이므로 


= _군세石. d = 一 i 


은 갈은차수렬이라는것을 알수 있다. 이때 


공통차는 가이 다. 


16. 1) <(2)-ᆻ(1)=1, /(1)= 0이므로 八2) = - 

公 

a /(3)-6/ ⑵ = 1이므로 /(3) = ^ 


“/(4)-6八 3) = 1 이므로 /(4) = 


2 ) /(«) = - 


a n ~ 2 +a n ~ 3 b + --- + ab n - 3 +b n ~ 2 
a n - l -b n ~ l 

a- b _ a n - 1 -b n - 1 
a ， 卜 1 {a-b)a n - x 



(증명) 수학적귀납법을 리용한다. 

0 _ 7 0 

(1) « = 1일 때 /(1)<휴 一 그 f 유속0이므로 식 *) 이 옳다. 
(a-b)a 


n = k 일 때 식 *) 가 옳다고 하자 . 즉 
f( k ) = 스 1 나厂 
八 ’- M ， 1 

„ = 소 + 1일 때 公/(灰 + 1)-6/(足) = 1이므로 

，_=뿌4卜 •£ 죄 


a k -b k - 세 - 於 - 1 )- 1 

a k {a-b) (a - b)a ( ᅡ다 1 


따라서 « = 足 + 1일 때 식 *) 이 옳다. 

(1) 과 (2) 로부터 V«eN 에 대 하여 식 *) 이 성 립한다. 


2) 련습문제 

97 

1. D 2. B 3. D 4. C 5. A 6. 16 7. — n 8. n = 6 

14 

9 . 12 10 . 3，1 11 . a + b + l = 0, +ooJ 

12. (1 + /)" = [V 과 cos^H^sinl)] = 2 자 cos 중 + /sin 중 ) 

1) (1 + 才은 실수이 다. 

... sin = 0 국 = kn 국 n = 4A ： (w g N) 

따라서 «의 최대값은 4, 대응하는 실수는 一4 이다. 

2) (1 + 0 W 가 순허수라고 하면 cosf = 0 이고 sinf 숀 0 이다. 


즉 — = ^ — '다 nn = Akn + 2 刀 ■ (« e N) 

4 2 V J 

:. n = Ak + 2 

따라서 « 의 최소값은 2, 대응하는 허수는 강 이 다. 
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13. 그림 14-5 와 같이 

Z OD = Z OA 、/궁 (cos (土 90°) + i sin (土 90。)) 

= (2 + 2，_乂1"코) 

즉 -2 + 2 、 [ 弓 i 또는 2yf3-2yf3i 


14. jc 2 +- 


U 2 +- 


= 6 , 



少 = 义 2 +1 이 라고 하면 
x 

少 2 + 少一6 = 0=> 少 = 2 또는 y = -3 즉 


x 2 


= 2 => Xj = x 2 = 1, x 3 = x 4 = -1, 


. V 5 ± l , 

2 


V 5 ± l . 

. = - 1 

2 


(、z + Z + 1 z + 1 (z + l)(z + l) 


Re £Z1 =0 ,z^±l ... 즈그 Uo 

U + U z + 1 

따라서 은 순허수 

Z + 1 

16. 1) (충분성 ) |z| = n 이 라고 하면 zz = L 


, , , z 2 +u 2 Z 2 +ZZ - n 乂 

따라서 - = - = z + z 는 실수 

2 z 

(2) ( 필요성 ) 스스 Z ' Z 애 2 Z 가 실수라고 하면 

Z Z 

\z\ 2 z + u 2 z = |z| 2 \a bi)+ u 2 {a - bi) 

는 실수이다 . 

... 새 z | 2 - m 2 )=0 

그런데 스 본 0, w > 0 이 므邊 _j|| = W 가 성 립 한다 . 

17| = 14- 2 cos 2^1 + a) + cos 2 2(1 + a) + sin 2 2(1 + a) 
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= 2 + 2cos2(l + a), 

jz 2 1 =1 — 2 cos2(1 - + cos 2 2(1 — ci^-h sin 2 2(1 — ci) 

= 2-2cos2(l + a) 

|zj| 2 -|z 2 | 2 = 2[cos2(l + a) + cos(l - «)] = 4cos2 - cos 2a < 0 


18. z 2 =z r z 3 ^a = —, b = - 


씨 끼 


= 17 (마디), 합은 1이 다. 


= 17 (마디 ) , 합은 / 이 다. 


19. 1) 원의 중심은 원점 이고 반경 이 a 인 원 
2) 중심 이 (1, 1) 이 고 실축이 少 = x 인 쌍' 


( n 3刀" 5刀ᄀ / . n . 3 tt . 5刀ᄀ 
cos — + cos —— + cos —— \ + i\ sm — + sm —— + sm —— = 

I 7 7 7 J L 7 7 1 ) 

( 刀■ . . 刀'、1 f 3刀" . . 3刀시 ( 5刀" . . 5刀기 

= cos—+ zsm— + cos — + ism — + cos — + ism —— 


1-z 2 1-z 2 1-z 2 1-z 

, n .. 刀 ' 

1 - cos - ism 

7 7 


- cos — - / sin — 2-2 cos — 

11 7 
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- = — + i--cot — 
^ 2 i 14 


代 1)71 5刀 ■ 1 

... cos— + COS — + COS — = — 

7 7 7 2 

21. 石 •곡 = |이 2 =4, z 니 = |z 2 | 2 =9 이므로 
z x -z x -\-z 2 -z 2 = 6[ cos(a - p)+i sin(a -/?)] 

+ 6[ cos (/? - a)+i sin ( j 3 - a )] 
= 12[ cos(a - j 0)+ isin(a - j 0)] 
조건 Zj • Z! - Zi • z 2 - Zj • z 2 + z 2 - z 2 =7 로부터 


B 』. 


COS(a _■")= i 


3S 


Saaob = — x 2 x 3 x sin ZAOB 

2 2 


3) 자체시험문제 


1. 40 2. 0 3. {1 + 3U-3，} 4. 4-3 / 5. 


3-V3 3 + V3 


6. B 
14-7) 


2 2 

B 8. D 9. C 10. D 11. 1) (그림 14-6) 2) 


이 

% % 

.(2 4) 1 3 



0 : X 

、니 


一 ，' 

~m ] 

L4-6 zm 

14-7 


12. z = a ( cos 分 +，' sin 分) 라고 하면 丄 = i ( cos 分-， . sin 分) 


(그림 
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또/한 —j^z + —— j = + 여, eR) 라 JI 하면 

x + iy = 승 (acos 分 + /asin 分 + acos 洗 asin 分 ) = acos 分 
(x = acosO 

" b = o 

z = a cos 0 

즉 자리길은 x 축에서 중심 이 원점 이고 길이가 2 a 인 선분이다. 
13. |시| = 1이 라고 하면 


왼변 = 


- 卜-미 


Z 1~ Z 2 


- 즈 1 그逐 ! 


卜||1_수 2 | | z 1 -| z 1 _ 2 | k - z 2 \ 

조건 이 | z 2 | = l 인 경 우도 마찬가지 로 증명할수 있다. 
14. (2 x+y - 32) + (log 6 x + log 6 j ； -1) = 0 


(2 미 =32 \x + y = 5 
llog 6 xy = l 1 반 = 6 


\ x i = 2 


1^2 = 

w 


2) 련습문제 

1. 2, 17 2. A ； ~2A\ +1 = 13 3.1 4. ±^2i 5.165 6. 1) C 2 9 
= 36 2) C4 - C 2 S +C* - C" +2 = 72 3) C 卜 이 +C 卜 이 +C 卜 
#|=120 4) C\ -C5+C4 - C\=25 5) C4 - C^=4 7. 1) C\ ， 
C 卜 882 2) C 卜이 +C 卜 이 +C 卜 야 +C 卜 4242 3) C s 9 + 
이 • 아 +C 卜 C 卜 2646 4) Cis =3003 5) C 요 =364 6) C 요 ¬ 
다 =2002 7) C 卜 이 +C 卜 C 卜 2079 

[ m 으 

8. \ n - m + l 3 : « = 34, m = \4 

k ± l = l 

[n-m 4 

9. 1) x>4 2) 7<x<12 10. 3432a 7 公 7 11. C 4 9 • 이 - 8=10080 
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12. 9" =3 2 ” =(2 + l) 2 ” =4” +2n-2 ln - 1 +C 2 ln 2 ln - 2 + ■■■ + An + \ 

... 9 n >A n +n-2 ln ={n + \)-A n 

3) 자체시험문제 

1. C 2. B 3. B 4. n = 2, 3, 4,5, 6 5. Cj • C 웅 - A 호 =600 

6. x = 2, y = n = l 

9. 

2) 련습문제 

1. B 2. A 3. 있다. 대응하는 두 점들을 맺는 
의 사귐점이 회전중심이다. 

4. (그림 14-8) 

A 와 표에서 BC 에 그은 수직선의 밑점을 Ai , 

&라고 하면 

EEi = AAi =- BC=-Bg 
2 2 

따라서 직3각형 EBE ! 에서 이므로 

2 

150° 

•, J：EBEi = 30 o , ZBEC = - =75° 

2 

ZEFC = 90°- ZABF = 90°-(45° —30°) =75° 

따라서 ACEF 는 2 등변 3 각형 이 다. 

5. 그림 14-9 에 서 EFGH 가 직 4각형 이 라는것 을 쉽 게 증명 할수 있 다. 
FE 를 연장하여 AD 와의 사귐점을 Di 
라고 하면 AAFDizACDH 이므로 

FDi=HD 

한편 BE // DG 이므로 FDi = HD 이며 평 
행이다. 따라서 4각형 DDiFH 도 평행4 
변형 이 다. 

FH = DDi = AD - ADi = AD-AB 

6. 그리 려는 AABC 의 정점 A 에서 나가는 가운데선, 2등분선, 높이의 
연장선과 외접원의 사귐점을 각각 D , E , 표라고 하고 외심을 ◦라고 
하자. 활줄에 수직인 직경은 그 활줄과 활등을 2등분하므로 변 BC 
의 가운데점을 어라고 하면 OOiiBC 이고 00^1 표가 놓이며 OCh 
//AF 이 다. 
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그리하여 AC ^ 의 연장선 이 원둘레 와 사귀 는 점 이 D 로 된 다. 

(그리기) 

① 점 D , E , F 가 놓이는 즉 ADEF 의 외접원의 중심 ◦를 찾고 외 
접원을 그린다. 

② 점 O 와 E 를 맺는다. 

③ 점 표에서 OE 에 평행인 직선을 그어 원둘레와의 사귀는 점을 A 
라고 한다. 

④ 점 A 와 D 를 맺 고 OE 와의 사귐점을 아라고 한다. 

⑤ 점 Oj 지나며 00^1 수직인 직선을 그어 

원둘레와의 사귐점을 B , C 라고 한다. 이때 ᄆ 

AABC 가 그리 려 고 하는 3각형 이 다. 

7. (략함) 8. (략함) 

9. 그림 14-10 에서와 같이 O 이 를 맺는 직선 
이 원둘레 O ' 와 사귀는 점을 F , D , 원둘레 
◦와 사귀는 점을 E , C 라고 하면 

Si _ S 부채형 PC q —S 부채형 P dq ， 

§2 = S 반원 PC Q — S 부채 형 p C Q 

그리고 반원 PDQ 와 반원 PFQ 의 면적은 
갈으므로 



C 

ZSI 14-10 


§i + §2 = § 부채형 PC q 一 S 부채형 PEQ = S 원 o 一 2XS 부채형 PEQ 

= S 원 0 -2(S 부채형 OPQ ~S A0PQ ) = 刀幻 ! 2 -2(ya 2 一 추: 公 2 ) 
S!+S 2 =(y + ^-)a 2 

10. AO 의 연장선에 AO=OB 되는 점 B 를 찍으면 묘는 일정한 점이다. 
원 ◦의 반경 을 r 라고 하고 조건 에 맞는 점 모를 찍 으면 
AQ = QP 

... BP = 20Q = 2r (일정) 

즉 점 모는 묘를 중심 으로 하고 반경 이 2r 인 원둘레 에 있다. 거 꾸 
로 원둘레 묘의 임의의 점을 P 라고 하고 AP 의 가운데점을 Q 라고 
하면 

AO=OB, AQ = QP 

... OQ = — BP —一 • 2 v 
2 2 

즉 Q 는 원둘레 O 의 점이며 조건에 맞는다. 따라서 자리길은 점 B 
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를 중심 으로 하고 반경 이 2 r 인 원 이 다. 

3) 자체시험문제 

1. B 

2. 세 변을 a, b, c 라고 하면 DE // BC 이 므로 



14-11 


b + c = 2a 

즉 변 BC 의 2배가 나머지 두 변의 합과 갈은 3각형이다 .(2 등변3 
각형，직3각형，바른3각형 이 될수 없다는것은 쉽게 나온다.) 

3. (그리기) 

沒) AB 를 직경으로 하는 원둘레를 그린다. 

② B 를 중심으로 평행직선사이거리를 반경으로 하는 원둘레를 그 
려 두 원둘레의 사귐점을 P 라고 한다. 

# 모와 묘를 맺는 직선을 긋고 점 E 에서 이 직선에 평행인 직선을 
그어 주어진 두 평행직선과의 사귐점을 A , B , C , D 라고 하면 
4각형 ABCD 는 등변4각형 이 다. 

4. (략함) 5. (략함) 

6. 조건에 맞는 점 P 를 찍 으면 

AP 2 =AB • AC (일정 ) 

즉 점 P 는 A 를 중심으로 하고 반경 이 VAB-AC 인 원둘레에 있 
다. 거꾸로 원둘레 A 의 임의의 점을 P 라고 하고 점 P , B , C 를 지 
나는 원 ◦를 그리면 

AP 2 =AB • AC 

즉 AP 는 원둘레 O 의 점 P 에서 접하며 조건에 맞는다. 따라서 구하 
려는 자리길은 점 A 를 중심으로 하고 반경이 VAB-AC 인 원둘레 
이다. 여기서 원둘레 A 와 직선 AC 가 사귀는 점 D , 묘는 제외한다. 

7. 원의 면적 을 S , 빗선친 부분의 면적 을 S ' 라고 하면 
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H ■、，獨 2 

= j ᅩ AD 2 - AC 2 + CB 2 - DB 2 j 

= |((AD + ACXAD - AC ) + (CB + DB)(CB - DB )) 
AD - AC = CB - DB = CD 이 므로 
S ，= f CD(AD + AC + CB + DB ) 

= -- CD -2 AB = - CD-AB 
8 4 


S , :S = —CD : AB : — AB 2 = CD : AB 

4 4 

8. (략함) 

9. BC= a , AB = b 라고 하고 (그를 A 에 겹 쳐 놓 
았을 때의 접은 자리의 선을 PQ 라고 하면 
PQ 는 AC 를 수직 2등분한다. (그림 14-12) 

a>b 

따라서 AB < BC 이므로 점 B 는 PQ 에 대 
하여 A 와 같은쪽에 있다. 따라서 PQ 는 
BC 와 사권다. 마찬가지로 PQ 는 변 AD 
와 사권다. 

AP=jc 라고 하면 PC = x 
BP = a-x 
•ilABP = ZR 로부터 

AP 2 = AB 2 + BP 2 
x 2 =b 2 + {a - x) 2 
. a 2 +b 2 

• • X — 

2a 

PQ , AC 의 사귐점 을 ◦라고 하면 

AO = OC = 丄 AC = lVa 2 +b 2 
2 2 



PO 丄 AC 로부터 
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po 2 = ap 2 - ao 2 = 


卜 2 키 2 

卜 2 키 2 

l 2« J 

2 

V / 


\-2 a 2 b 2 + b A a 2 + b 2 _ b 2 ( a 2 + b 2 ) 
" " 一 4 ?~ 


4a 2 


，中 2 : 62 k 느 ^ 


PO= 7 ， 

4a 2 a 

점 ◦는 변 AC 의 가운데 점 으로서 직 4각형 의 중심이 므로 
PO=OQ 


PQ = 2PO=-Va 2 +公 2 


10 . 

2) 련습문제 

1. (지시) 두 평행선이 결정하는 평면과 주어진 평면은 반드시 하나의 

사귐점을 가진다. 평행선들가운데서 다른 한 직선은 반드시 
이 사귐점을 가전다. 

2. (략함) 

3. BE 丄 AC 되 게 그으면 DE 丄 AC 를 증명 할수 있 다. 

Saabc = Si + Sg + Sg 

S AAC» ^ V S 1 +S 2 +S 3 

4. 1) (략함) 2) 은씨 5. d =、 l [ a 2 - b 2 ) tan 2 a + b 2 

6. 직 3 각형 ASD 에서 SD 2 =AD.OD 의 관계로부터 

^ASDC = ^AABC ' SaOBC 

7. + 1)® 2 8. 2、/l5 9. — —— c hi 3 10. 1) arctan — 

v r 3 2 

2) 측 -a 3) arccos 복^ 4) arcsin11. ^-(V5 +l)s 

12. 2lV55, -V55 

4 
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3) 자체시험문제 


1. B 2. A 3. A 4. C 5. B 6. C 7. A 8. arctan -, 3 cm 

^ ^ rr “、 n . 1 sin a sin B 

9. 2 y 3 a 10. —+ arcsin — 11. a 

6 4 Vsin 2 公 + sin 2 " 

12. 、/ a 2 +3 b 2 13. arctan - 14. 1 344 cm 3 15. 2 o ( V 2+ l ) 

4 

16. -abh 17. (략함) 18. (지 시 ) 먼저 BD 丄 AC 임 을 증명한다. 

6 


V2 


V3 


19. AE =1 또는 2 20. 768 cm 2 21. 1) — 2) arccos 

12 : s 

22. 1) (략함) 2) — 23. 1) arctan 2) 16^3 3) arccos^f 

6 3 30 

11 . 

2) 련습문제 


A 2. D 3. B 4. B 5. 있다 6. V 406 7. 2 8. 


W2 


9. 25 i +5]+ 2>5 k 10. - 

11. AC 의 경사도를 소라고 하면 

tan 45° = 


\-k 

1-3A: 


k = t 
2 

AC 외 방정식은 y ~\ = \^ C ~ X j ] 
AB 의 방정식은 y -- = -2( x -—] 


련 립방정 식 을 풀면 C 는 
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거리공식을 리용하면 


1 -2 
2 k 
3 k 4 


I AC | = 2 、B ， S= 승 .(2 사 =10 

1 

-3 = 3 k 2 +13^-16 = 0 
-5 



13. 점 모의 자리 표를 (jc, 0 ) 이 라고 하면 

AP 2 + BP 2 =(x-4) 2 +(x-6) 2 +9 = 2(jc-5) 2 +12 
jc = 5 일 때 최소값 12 
... P(5, 0) 

14. A(-a, 0)， B(b, 0) ， C(0, 하면 


으土으 ， D =으土쓰， E x =^ 
1 + A y 1 + A 1 -h A 


-a + Ab 
1 + A 


F，0 


AABC 의 무게중심 d + 0 , 
ADEF 의 무게중심 


[If b 

-Xa ■ -a-\-Ac\ 

1 卜 + c +oTl 

Ull 元 

l + A + l + A j 

， 3 나乂 1 + 乂 JJ 



따라서 같은 중심을 가진다. 

15. 직선의 방정식을 y = kx, 少一3 = 이 라고 하자. 

두 직선사이거리가 ^이므로 f~ 3 =V5 

VTTF 
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k = 一, k = —2 



구하려는 직선의 방정식은 와 y = 2 X+ 2 또는 기 = _2 义 

와 2ᄌ + 기-5 = 0 

16. 직선의 방정식이 少一 1 = A :( jc -3) 이라고 하면 련립방정식 
jx + 2y-l = 0 
[y = k(x-3) + l 

6k - 1 1 - 2k 

y - 


을 풀면 x = T 
련립 방정식 


1 + 2k 


- 2k 
( x + 2 y -3 = 0 

i) 예 3) + 1 


을 풀면 X = ^±l y = _ L _ 
l + 2k l + 2k 


가운데점의 자리표는 


(6k + \ \-k 


\\ + 2 k 1 + 2灰 j 
이 점이 직선 jc - 少一1 = 0에 놓이므로 
6灰 + 1 l-k 
\ + 2 k ~\ + 2 k ~ ~ 
, 2 


따라서 구하려는 직선의 방정식은 2 x -5 j；-l = 0 
17. 차례 로 이 루는 각을 a , 2 a , 3 a , 4 a 라고 하면 0<4 a<;r 이 므로 


0 세 


tan 公 = — 이므로 
4 

2 tan a 3 ᄌ ᅩ 1 

--- = — 즉 tana = — 

1 -tan a 4 4 


ᄀ 3 4 13 , 24 

tan 3 公 = 、 ， =一， tan 4 公 = —— 

,13 9 7 
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따라서 구하려는 방정식은 j ；-6 = ^( x -8) 즉 
x -3^ + 10 = 0, y -6 = ^-( x - S ) 

즉 13 x -9 j -50 = 0, j ；-6 = y ( x -8) 

따라서 24 jc -7 少一 150 = 0 

V 2 

18. j ； = jc 2 + A : 를 — + y 2 = lo \] 갈아넣으면 

2 x 4 + (4 k + l ) x 2 + 2(灰-1) = 0 

포물선과 타원은 서로 다른 4개의 사귐점을 가전다. 즉 우의 방정 
식 이 서로 다른 4개의 실수풀이를 가진다. 그 조건은 
D =(4 A : + l ) 2 - A -2-2( k 2 - l )>0 
즉 k 2 -\>0, 4 k + l <0 

17 , i 

- <k<-l 

8 

灰가 이 구간에서 값을 가질 때 그 매개 사귐점의 자리표는 
X 2 - y +/ C =0 ① 

x 2 + 2 y 2 -2 = 0 ® 

을 만족한다. 

_參©하면 

2 x 2 +2 y 2 -y + k -2 = 0 즉 jc 2 +^-^ 

즉 원을 표시 한다. 

따라서 매 개 사귐 점 은 모든 방정 식 을 만족한다. 

19. : c = 2 를 점근선방정식 기 = 에 갈아넣으면 y = 3 

점 P 의 세 로자리 표가 3보다 크므로 점 P 는 점 근선 > 0) 

과 기축의 정방향으로 둘러싸인 구역에 놓이고 그의 실축은 반드 
시 少축에 놓인다. 
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그•의 표준방예식은 각—작 = 1이다. 
a b 



:. a 2 =9, b = 4 


따라서 구하려는 방정식은 ^-― = 1 

9 4 

20. Zj =x + yi , z 2 =y + 少7 라고 하면 

x + yi = (ᄌ , + y ' i)i + 3 = (3 - ,) + x'i 

ᄌ = 3 — 少’， y = x r 즉 、 l (、 x ' — 5) 2 + y ' 2 -、 j ( x ’ + 5) 2 + y ' 1 = 6 
I 6 x ' 2 -9 y ' 2 = l 44( x <-3) 

16 少 2 - 9(3 - 서 2 =144 
즉 구하려는 자리길방정식은 

16/_9(3_jc) 2 = 144 (y < -3) 

따라서 (3, 0) 이 중심인 쌍곡선 아래쪽의 한가지이다. 

21. P = 2 C 이므로 곡선 C 2 : 기 = 4 cx 를 갈아넣 으면 


Mx = 


公 2 -ac 
a + c 


M 을 지나며 어의 기 준선 x = -c ■ 에 수직선을 긋고 그 밑점 을 N 이 
라고 하면 


|mf 2 | = |mn| = c + ^ = ^±^, 

a + c a + c 

. _ I 서 a 2 +c 2 a 2 +c 2 +2ac 
\MF 1 \ = 2a - = - 

1 1 ，，上，* ，，上，* 


즉 cosZMFiF 2 = 


(M' 는 보에서 ;c 축에 그은 수직선의 밑점), 


卜 

cosZMF 2 Fi 


| mm ，| 

下해’ 
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cosZMFA •cosZMF 1 F 2 = ap ~ b 
b + ap 

22. 1) — 2(x — l) + 2(z + 2)=0 또는 x — z -\-3 = 0 
2) 一 2(;c_2)_6(y_6)+(z + l) = 0 


23. 

25. 


또는 3 x -\-6 y - z -43 = 0 
2 x-S y-l z + 3 

9 102 0 136 

(x-1) 2 +(j ； + 2) 2 + (z-4) 2 =9 

3) 자체시험문제 


I. C 2. B 3. B 4. A 5. C 6. D 7. C 8. A 9. B 10. C 

II. y 12. 용, - 3 } 13 - 卜 8 ，6， 0) 14. 13 15. 2 x - y-l = 0 

16. 점 D 가 원점이 되도록 공간자리표계를 만들자. 

1) A (2, 0, 0), B (2, 3, 0), DiCO , 0, 2), C (0, 3, 0), 山(2, 0,2) 
이므로 E ( l , 3, 0) 

AD ^={-2, 0, 2}, A^E = {-1, 3, 2} 


ADi 와 AjE 사이의 각을 分라고 하자. 

ᅬ AdT-RE 2 + 0-4 나 h ᄅ 

cos 分 = 구=프^국= 厂 =-+「이므로 

卜이-卜:과 VB - V 14 14 


= 穴 ■-arccos 


V 7 


따라서 쇼어와 AE ^ f 이의 각은 arccos 스一 

14 

2) 점 표의 자리표를 ( jc , y , 0) 이라고 할 때 

AF = { x -2, y , 0 } , FC X = {- x , 3- y f o } 
한편 점 A , F , C 는 한 직선에 놓이므로 AF //FC 


x -2 _ y 
-x 3— ); 
3 x -\-2 y = 6 
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D^F = {x, 少，一 2}，AC = {-2, 3, 0}, DiF 丄 AC 이므로 

D^F-AC = -2x + 3y = 0 

… f 3 x + 2 y = 6 1 

따라서 I , , 이므로 

[~2 x + 3 y = 0 


18 

'13 


예 " 


17. 1) x = 0, - 


m -m 

-3±Vl3 


2) 2 m 2 + m -3 = 0 , m = —— , m = 1( 버 린다.) 

2 


1 2 m 2 + m -3 

2~ m 2 -m 


1 2 m + m -3 

2 m 2 -m 
m 2 +2 m -3 = 0 과 5 m 2 -8 m + 3 = 0 

ᄀ 3 
m = -3, m = ~ 

18. 점 (2, 3) 으로부터 2 jc + j ； + 3 = 0 까지의 거리가 
2-2 + 3 + 3 




i = 2V5 


따라서 2 x + j ； + 3 = 0 의 임의의 점과 점 (2, 3) 의 거리가 2^보다 
크다. (혹은 같다. ) 즉 안같기 식 이 성 립 한다. 

19. 점 묘의 자리 표를 (지, 少 나 이 라고 하면 3지 — 4少 i -1 = 0 을 만족 
시킨다. 점 A 가 선분 BC 의 가운데점이므로 점 C 의 자리표는 
(-6 -이, 4— 少 j 이고 점 C 는 3义 + 2기-13 = 0 을 만족한다. 
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3( - 6 - 자 ) + 2(4 - 기 )-13 = 0 
ᄌ 1 = -5, y r = -4 

구하려는 직선 /의 방정식은 3jc-j ； + 11 = 0 
이 다. 

20. 1) 少 2 =x-l (x > 0) , 

기 2 =-(ᄌ + 1)( 刀 <0)( 그_림 14-13) 

2) V x 2 - l(y~ _ 1) = 0 

21. 1) a = 0, y = ±l 

2) 0 < a <~, + j ᄂ = 1( 초점은 

4 1 1 

sin a cos a 

•x 축에 있다.) 

3) a = ^, ᄌ 2 + 少 2 = ▲ (원) 

4) 초점이 기축에 있는 타원 


사 



； 3P,f 14-13 


5) " = f ^ = ±1 


6) - <a<n, ᅴ - ᅩ = 1 ( 초점이 x 축에 있는 쌍곡선 ) 

2 1 1 

sin 公 cos 公 
1) a = 71 자리길은 없다 . 


22. 준선의 방정식으로부터 타원의 초점은 기축에 있다 . 


25 

= 7, 


一:一 즉 公 = 5，c = 4 ， 公 : 


타원의 방정식은 —+^=i 
9 25 

타원의 한 점 A&C, 응 V9 -시을 직 4 각형의 한 정점 이라고 하면 
A 를 정점으로 하는 내접직 4 각형의 면적은 S=4x-|-V9-jc 2 즉 
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?= 도일 때 타 대 =900 

즉 가장 큰 직4각형의 면적은 30 

23. 少 = 따에 수직 인 직 선은 少 = 一즈+ 6(스 는 미 정 상수) 
a 

곡선의 방정식에 갈아넣으면 

y 2 + (2 + a)y - ab = 0 


少1 + 少2 = - 2 ( 2 + a ) 

„-Zl±l2 


부—뿌 


*) 


기 = 따 에 갈아넣 으면 

, - 2 - a - la 1 - a 3 

公 = - o - 

2 a 2 

少 2 +(2 + a)y+ 4a6 = 0 이 풀이 를 가지 도록 하자면 반드시 
(2 + a )+ 4 ab >0 

식 *) 에 갈아넣으면 

— a 3 + 2 a — 4 n ^ 0 n 

->0 즉 一:2<公<0 

公 

24. 직 각자리 표계 를 설정하면 그림 14-14 와 같다. 

그림에서 평행4변형 OQPR 의 한 변 

OQ 는 쌍곡선의 점근선 少 = ᅀ그에 있고 

公 

점 근의 자리표는 { x 0 , y 0 ), OR 는 

■고 하자. PQ 가 놓이는 

직선의 방정식은 

■y _기0 = _~(ᄌ_ 지)) 


b 

y = —— x 



少 = 一 义를 갈아넣으면 Q 의 자리표는 


Z© 14-14 
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f bx 0 + ay 0 bx 0 + ay 0 、 


2 b 


2 a 


• ■ • Sqqpr = 2Saopq = 2 


지) y 0 

t > x 0 + ay 0 bx 0 + ay 0 


-(상수) 


2 b 2 a 

25. 점 C 의 자리표를 y '), AC 의 방향곁수(경사도)를 k x , BC 의 
방향곁 수를 灰 2 이 라고 하자. 

k l = ———, k 2 = ~—— , tan ^ ACB = tan [ + — ] = +1 
x-a x + a { 4 J 


i _ y _ 

x -a x ' + a 


1 + 


y y 


=±i 


x'-a x ' + a 
x ' 2 + 少 ,2 + 2 a 少 , - a 2 =0 

G ( x , 少 ) 를 AABC 의 무게 중심이 라고 하면(그림 14-15) 


OG = 


-OC *) 


이므로 义 = 프，기 = 으 
3 3 

식 *) 에 갈아넣으면 C 가 x 축웃쪽에 놓일 때 
9 

C 가 축아래쪽에 놓일 때 


Oi 


r + } 卜 


02 . 


^림 14-15 

26. 2 («x + 3) + 3( y + 2)-4( z -2)= 0 27. 9 x - y - h 7 z -40 = 0 


八서 -今 


x-l _ y + 3 
4 


18 


29. (p = arcsin ^ 30. j 、0, OJ 
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4 

12 . 

2) 련습문제 


C 2. B 3. B 4. C 5. C 6. 1) 


4 2 ) 부=1 


1) - x - x 스 = =느 

5 4 3 20 

2) A , B , C 가 불합격으로 되는 확률은 각각 

1 -^ = 2 , 1-1 = 1 , 1 - 1=2 
5 5 4 4 3 3 

이므로 A 와 B 만이 합격되는 확률은 


묘와 C 만이 합격되는 확률은 
2 3 


A 와 C 만이 합격되는 확률은 




따라서 우의 사건들은 서로 배 반사건이므로 구하려는 확률은 

To To 20 _ 20 

2 _j_ 

~15 

적어도 한명이 합격되는 사건은 3명이 다 불합격되는 사건의 나 
머지사건이므로 

15 15 

8. B , C 가 일어날 확률을 각각 P 1； P 2 라고 하면 문제의 조건으로부터 

▲ x PixP 2 =^ - ■ 

2 24 
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[i-0i-PiXi-p 2 )=^ © 

식 ■ 效로부터 

오， P 2 = j ᅭ Pi=T， p 2 = 

3 4 4 




0 

1 

2 

3 

계 

9. 

P 

1 

8 

3 

8 

3 

8 

1 

8 

1 


10. 표의 확률분포는 « = 60, p = ~, 《 = 으 인 2마디분포이므로 기대값은 

6 6 

m = n•" = 60•丄 = 10 ( 번) 

6 

표준편차는 

믿음도가 95. 4%이므로 

58.6-2-0.5<m<58.6 + 2-0.5 

13. 

2) 련습문제 

1. B 2. C 3. D 4. D 5. D 6. B 7 
{a (a >6일 때) 

11. 3 12. 乂 a 또는 公 (a = 公일 때) 13. e" 

[b (a < 6일 때) 

15. -x 2 +3x + - 16. « 이 짝수일 4 ~a n+l , « 이 홀수일 때 

3 3 n + l 

2 a «+2 

n -\-l 

17 xx 2 + ••• + x M — n _ 1) + _ 1)+• • • + («x w _ 1) 

x — 1 x — 1 

= l + (x + l) + (x 2 + x + l) + ••• + ( jc " _1 + x n ~ 2 + • • _ + JC +1) 

주어진 식 = 
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= lim[l + (x + l) + (x 2 +x +!) + ••• + + x n ~ 2 + • • • + x + 1)] 


= l + 2 + 3 + ... + n = ^^ 



... lim«(l-a)+lim— - lim(l + Z?) = 0 

n->co n->co yi n->co 

따라서 lim ᄊ 1-a) 이 존재하지 않으면 주어 진 식 의 극한은 존재하 

지 않으므로 문제가 모순된다 . 

이 로부터 lip ᄊ 1 - 서의 극한은 반드시 존재한다 . 

lim 요 = o 다 公 : -1, Hm«(l-a)= 0 

너 00 n-\-l n 」 찌 

... a = 1 9 公 = — 1 

ᄌ 3 +1 

19. 1) Kpg =-= x 2 — x +1 

x + 1 

2) K = lim K pq = lim(x 2 - x + 1) = 3 

3) 기 + l = 3(x + l) 라 3x-j ； + 2 = 0 

20. f(l)=2, 7/(2) = /(l)^/(2) = |, 7/(3) = /(2)^/(3) = ^- 

/ 어) = 어 eN ) (수학적 귀 납법 을 리 용하여 증명할수 있 다. ) 

lim|/(l)+/(2)+- • - + /(«)] = -^― = 1 ~ 

"속的 1 _ I 3 

7 

21. 기 = 0 이면 n(n + l)x 2 - (2« + l)x +1 = 0 

즉 [(« + 1느다; c Pi =;는 j , % 2 

포물선이 ;c 축을 끊어내는 선분의 길이를 따라고 하면 
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2 차함수의 그라프가 x 축을 끊어내는 선분의 길이의 총합을 S 
라고 하면 



22. /(1) = 1이므로 c--l 

f '{ x ) = 3 a {\ - x ) 2 -(- l )+(- Z >), -3 a-b = 2 
f n ( x ) = -6 a ( l - x )-(- l ) 



직선 少 = «와 j ； = - jc 2 +4 의 사귐점의 자리표(그림 14-17) 는 


(± V4-a, a) (0 < a < 4) 

S 2 = 2 | [- ( x 2 +4) - a^x 
0 

= 쪽의/다 (0<a<4) 

문제의 의미로부터 

S 2 =i Sl) 스^ᄍ = 1x16 
2 3 2 

a = 4±^36 
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0<a<4 이므로 a = 4 -\H 
256 


3) 자체시험문제 

I. C 2. D 3. C 4. C 5. D 6. — 7. 0 

891 

8. 丄 jc 3 + 丄 jc 2 +C (C 는 상수) 9. 97 10. 3 
4 2 

II. 1) 직선 3 jc + 4 j ；-4 = 0 이 jc 축，少 축과 사귀는 사귐점을 각각 

A( — , 0)， B(0, 1) 

반원 C„ 과 3 j ( + 4 少一4 = 0 이 서로 접하는 접점을 T „( neN ) 
이 라고 하면 직3각형 AOBw 직3각형 ATiO: 이므로 


4 

3이 


직3각형 AT 2 0 2 ⑵직3각형 ATVDi 이므로 


으^ 

r i 


-(r 1+ r 2 ) 


4 

3 이 


갈은 방법으로 직3각형 AT 3 0 3 m 직3각형 AT 2 0 2 

. 1 
r 3= — 


2) 

r x 4 r 2 4 

일반적으로 - - 

4 

은 갈은비 수렬 이 JI 첫 마디 는 士，공통비 는 |이 므로 
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s„= 




3) S=limS„=_ 

12. lx-y + 1 -0, lx-y + \ = 0 

13. y" = 36(x - 1) 2 • (x 2 - 2xf + 6{x 2 - 2xf 

14. 1) f'(x) = 3x 2 +2ax 

일 때 3x 2 +2ax = x(3x + 2a) = 0 


/ ⑴는 머물점 x,=0, ;c 2 =- 十를 가진다. 

刀 i =0 , /(0) = -a, x 2 =- 증 a, = ~a 

극■김:점 은 (0, _a) 와 (:一 - a ， 

점 (자, / U )) 의 자리길방정식은 



즉 : c = 0 과 y = _丄一 +— 义 
2 2 

a = 0 일 때 f{x) = x i 

이때 : c = 0 은 /0ᅪ의 극값점이 아니며 자리길방정식은 없다. 



a<0 일 때 증가구간은 
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값구역 y = 

22. 곡선에서 점 P (3, 2) 를 지나는 곡선의 방향곁수를 소라고 하면 

k = x 2 -2x 즉 k = 3 2 -6 = 3 
접선의 방정식은 少一2 = 3(ᄌ一3)이므로 3 jc - 少一7 = 0 

23. 1) \ y = ~ X + 2 义+ 3 을 풀면 점 P 의 자리 표는 (1, 4) 

[y = -2x + 6 

따라서 빗선친 부분의 면적은 

|[(- jc 2 +2 jc + 3)-(-2 jc + 6)}& = - 
1 3 

2) 회전체의 체적은 

[(- x 2 +2x + 3) 2 -(-2x + 6) 2 Jix = 프즈 
i 5 


(x — l) — 1 (x > o) 
-(^-1) 2 +1 & <0) 


24. 1) (증명) 


1 _ S 세 a „ 

S n _j S n -S w _j a n 


-1(상수)(«>2) 


따라서 ᅩ은 첫 마디가 스이고 공통차가 一1 인 갈은차수 


렬 이 다. 

2) 서 + (4(-0 부이므로 s „=^_ 


... lim «- S w = lim -= 1 

n—>oo «—>oo 3 — 2^2 

25. 1) (증명) AE 丄평면 BCD 이므로 BE 는 AB 의 평 면 BCD 에 로의 사 
영 이 다. 

BCi<D 이므로 AB 丄建 D (세 수직선의 정리) 

2) 점 E 를 지나 EF 丄 BD 되게 AF 를 그으면 AF 丄 BD 
따라서 ZAFE 는 2면각 A-BD — C 의 평 면각이다. 

AABD 에서 AB 丄 AD 이므로 
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9 

... ZAFE=arccos —— 

16 

3) AE=1 々이므로 S A bcd =--3-4 = 6 
4 2 

V =- SH =- V 7 
3 2 

26. 1) 기 = ᄌ + 1 을 갈아넣으면 x 2 +lx + k{x 2 -y 2 )=0 즉 
x 2 + (2 - 2k)x-k = 0 

/과 곡선의 사귐점을 Pi(x 1? ^), P 2 ( 사，;; 2 )이라고 표시하면 
x x +x 2 =lk- 2, x x -x 2 = -k 
( Xl -x 2 f =4k 2 -4k + 4, 

(少 ! -少 2) 2 =( 지 -X 2 ) 2 = 4k 2 -4 灰 + 4 

... \P l P 2 \ 2 =(x l -x 2 ) 2 +(y l -y 2 ) 2 =S^k-^ +| 


소 = 士일 때 |대 2 | 최소= 、斤 

2) 곡선의 방정식을 정리하면 

(l + k)x 2 + 2 x-ky 2 = 0 

:® 足 = —1일 때 少 2 =-2 jc 곡선은 포물선 이다. 

® A ： = 0 일 때 jc 2 + 2 x = 0 즉 x = 0 또는 x = -2 두 평 행 선 
© 及 목 一1 이 고 A ： 푠 0 일 때 

= 1 

k(\ + k) 

—\—>0 일 때 즉 k >0 또는 소<-1 일 때 쌍곡선， 

及 (1 + k) 
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y-Q = 2 x x { x -\) 

이로부터 xl+2, = 2x l (x l -l)^^ =-l 또는 3, 점 근의 자리 
표는 (一1, 4), 점 Q 의 자리표는 (3, 12) 

따라서 AP 의 방정식은 y = - 2 { x -\), AQ 의 방정식은 
y = 6 (x - 1) 

... S = j" {x 2 + 3^dx — — - 2 - 4 — — - 2-12 



2) PQ 의 방정식은 y -4 = ^^(x + l ) 

즉 y = 2 x + 6 

V= 刀 • J [(2x + 6) 2 - (x 2 + 3) 2 jix = 오。# n 

-i 

21. 1 ) BD 의 가운데점 표를 잡고 AE, CE 를 맺으면 AABD, ABCD 
는 바른3각형이 므로 

AE 丄 BD, CE 丄 BD 

따라서 BD 丄평면 AEC, BDc 평면 BCD 이므로 
평면 BCD 丄 평면 AEC 

즉 ZAEC 는 2면각 a ᅳ PQ ᅳ分의 평 면각이다. 

AE= 2 - sin 60° = V3 

이로부터 점 A 에서 평면 "에 수직선 AF 를 그으면 

AF= -y/3 - sin 60° = — 

2 

2) 점 묘에서 CD 에 수직선 FH 를 긋고 AH 를 맺 으면 
' ZAHF 는 2면각 A—CD —묘의 평 면각이다. 이 로부터 


점 묘가 BC 의 가운데 점 이 므로 

F 예，，래⑶=30ᄋ 
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22 . 1 ) 


: FH= —-8^30° = — , tanZAHF=-^- = 2V3 
2 4 V3 

7 

따라서 2 면각 A — CD—B 의 크기 는 arctan2'/ 궁 이 다. 

|' -^->/코| = 1로부터 와는 ( V 2, ᅨ를 중심으로 하고 반 
경 이 1인 원둘레에 놓인다. 

1<|^|<3, 15°으 argz 一75°, 

Z n+\ = Z « = - ( COS 60 ° + i sin 60 °) Z « ， | z «+i | = ~| z »| 

" 金 A„OA„ +1 = 60°(«eN) 

마찬가지 로 

|OA 3 | = — |z n |, Z A 2 〔)A 3 = 60 o 
따라서 AA 2 OA 3 은 직 3 각형 이 다. 

한편 AA 2 OA 3 coAAiOA 2 로부터 변의 닮음비 는 - , 면적 비 는 

2 


- , 같은 방법으로 AAiOA 2 ~ AA 2 OA 3 - -- AA „ OA „+ 1 면적비 

4 

는 丄이 다. 

4 

따라서 Si , S 2 , •••, S „, …은 무한같은비수렬을 이룬다. 공통 
비는 g = 누 ，첫마디는 

Si = S AAlOA 모 = I ' |OA 2 1 - sin 60° = 

... S = lim(S 丄 + S 2 + … + S ra ) 



limax 
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2) (1) 15° < 이 <60° 일 때 

W =《 + "고 + "3 + "4 + "5 + "6 

= 다*(여 +60°) + (이*後0°》# 

+ (^ +180°) + (하 +240°) + (하+300° ) = 6 하 +900' 
990° < w < 1260° 

(2) 60°《이 <75°일 때 分„ e [0°, 360이이므로 
w = G x +{ G x + 60°) + (分，+ 120°) + (分, +180°) 

+ { 0 , + 240° ) + (6> t +300°-360 4 ! 

= 6여+540° 

900° < w <990° 

(1) 과 (2) 로부터 900° < w < 1260° 
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